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 3הרצאה                        
 שדות-חוגים ותת-חבורות, תת-תת                         

 
 

),(תהי  . 1הגדרה  G קבוצה -חבורה כלשהי. תתH  שלG  חבורה-תתנקראת 
GH)סימון  Gשל   אם היא חבורה ביחס לפעולה של )G . 

 
GFHFGH-נובע ש זומהגדרה       . 

 
חבורה אם ורק אם היא מקיימת שלושה -תהיה תת Hקבוצה  -. תת1טענה 

 תנאים:
HabHbHaא.             . 
 Heב.      
HaHaג.        1  . 

 
 .הוכחה

GH   ג.-א 
היא מקיימת את אקסיומת סגירות  אקסיומות של חבורה, בפרט 4מקיימת  Hא. 

 שקולה לתנאי א' של הטענה. ה
HHH. לכן Heיש איבר היחידה כלפי הכפל:  H. בחבורה ב eee  בחבורה .G  יש

. לכן He-איבר הפכי ל

Heeeeeeeeeeee HHHHHHHHH   11 )()()(. 

eeabba-כך ש Hb  קיים   Ha  חבורה, לכלH-. מפני שג H  נכפיל .

ebaאת השוויון   1-משני הצדדים בa 11. אז נקבל )(   abaab לכן .

Ha 1. 
 
GH   ג.-א 

נובעת מהחוק  G2בהתאם. אקסיומה  G1,G3,G4ג הן אקסיומות -תנאים א
 .                                                 מ.ש.ל.Gהאסוציאטיבי שמתקיים בכל חבורה 

 
היא חבורה בפני  Gשל חבורה  Hחבורה -חבורה נובע שכל תת-מהגדרה של תת

 .Gעצמה ביחס לפעולה של 
 

חבורה טריביאלית: -חבורות: היא עצמה ותת-תת 2תמיד ישנן  Gבכל חבורה 
}{eכלומר תמיד מתקיים ש ,-GG   וGe }{ . 

 חבורה אם ורק אם היא מקיימת:-תהיה תת Hקבוצה  -תת .2טענה 
HabHbHa  1      . 

  הוכחה.
ולכן היא גם  1ג של טענה -חבורה, אז היא מקיימת את התנאים א-תת Hאם 

HabHbHaמקיימת את התנאי   1     . 
HabHbHaמקיימת  H-נניח עכשיו ש  1       ונוכיח שהיא מקיימת את

 . 1ג של טענה -התנאים א
Hhhe( כלשהו. אז H)זה אפשרי, כי  Hhניקח        1  'ותנאי  ב

 מתקיים.
Hhehכלשהו. אז  Hhניקח         ותנאי ג' מתקיים.  11
Hbaניקח      , שני איברים כלשהם. הוכחנו ש-Hb 1 לכן .

Hbaba    ותנאי א' מתקיים.                                        מ.ש.ל. )(11
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הקבוצה  nביחס לחיבור.  לכל מספר טבעי  Zנביט בחבורה . 1דוגמה 

}|{: ZZ  xnxn של כל המספרים המתחלקים ב-n חבורה ביחס -היא תת
 . 2לחיבור, מפני שהיא מקיימת את התנאים  של טענה 

 
12}11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{נביט בחבורה . 2דוגמה  Z הקבוצה -ביחס לחיבור.  תת

}9,6,3,0{H הקבוצה -חבורה ביחס לחיבור. תת-היא תת}10,6,3,0{H לא  תת-
H-חבורה מפני ש 963. 

 
 

GFGH. אם 3טענה   GFH, אז  , . 
 .הוכחה

FH ש מפני-FHe  נובע שמספיק להוכיח ש 2. מהטענה-
FHxy 1   לכל  FHy   ולכל FHx  .x  וy  שייכים לחבורהH  לכן

Hxy 1 .באופן דומה ניתן להוכיח ש-Fxy 1מכאן נובע ש .-FHxy 1. 
 מ.ש.ל.                                                                                                                      

  
-תת היא חבורות גם-ו של תתבאופן דומה ניתן להוכיח שחיתוך של מספר כלשה

 חבורה.
 

FH. הוכח שאיחוד 2בעיה  חבורה אם ורק אם -חבורות יהיה תת-של  שתי תת
HFFH      . 
 

אם היא מקיימת את  חוג-תתנקראת  Rשל חוג  Sקבוצה -. תת2הגדרה 
 התנאים הבאים:

),(חבורה של חבורה -תת Sא .       R. 
 כפל.ל ביחססגורה  Sב.      
 .S1ג.      

 
 (.Rהוא חוג בפני עצמו )ביחס לפעולות של  Rשל חוג  Sחוג -. כל תת4טענה 

  הוכחה.
),(חבורה של החבורה -תת S-מפני ש R היא מקיימת את האקסיומות ,A1-A5  של

 חוג.
. M1,M3האקסיומות  מקיימת את S-נובע ש 2תנאים ב' וג' של ההגדרה מ

)החוק האסוציאטיבי לכפל( והחוקים הדיסטריבוטיביים נובעים  M2האקסיומה 
 .                                                מ.ש.ל.R-מהחוקים המתאימים שמתקיימים ב

 
חוג במובן של -תהיה תת Rעולות שהיא חוג ביחס לפ Rקבוצה של חוג -לא כל תת
 (.3)ראה את הדוגמה  2ההגדרה 

 
חוג -היא לא תת H}4,2,0{הקבוצה -תת 6Z}5,4,3,2,1,0{נביט בחוג .  3דוגמה 

מקיימת את כל האקסיומות של  H. אבל H-לא שייך ל -1מפני ש 2לפי ההגדרה 
 .4-כפל שווה לל ביחסHהיחידה של -. למשל, איבר6Z -חוג ביחס לפעולות ב

 

הקבוצה -נביט בתת. 4דוגמה 
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של חוג המטריצות    

)(2 RM בדיקה ישירה מראה שהקבוצה .S  מקיימת את כל התנאים של ההגדרה
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2)(חוג של -, ולכן היא תת2 RM . 
 

אם היא מקיימת את  שדה-תתנקראת  Rשל שדה  Sקבוצה -. תת3הגדרה 
 התנאים הבאים:

 .Rל חוג ש-תת Sא.      
SsSsב.        1    }0{\. 

 
 .Rשדה של השדה -מהווים תת Qרציונאליים המספרים ה. 5דוגמה 

 
היא מקיימת שדה אם ורק אם -תהיה תת Rשל שדה  Sקבוצה -. תת5טענה 

 את התנאים הבאים:
),(חבורה של החבורה -תת Sא .       R. 
),*(חבורה של -תת S\}0{ב.       R . 

 . הוכחה
),(חבורה של החבורה -ן תתחוג ולכ-תת Sשדה, אז -תת Sאם   R  מהגדרת  .

1\}0{סגורה כלפי כפל, S\}0{-שדה נובע ש-תת S  1\}0{ו Ss   0{לכל{\Ss .
),*(חבורה של -תת S\}0{לכן  R  (.1טענה )ראה 

. Rחוג של -תת S. לכן S1-סגורה כלפי הכפל ו Sב, אז -מקיימת אSלהפך, אם 
1\}0{-בנוסף לזה, מסעיף ב' נובע ש Ss   0{לכל{\Ss לכן .S שדה. מ.ש.ל.-תת 

 
 
 

 הוא עצמו.  –חוג אחד בלבד -יש תת nZהוכח שלחוג  .1בעיה 

Qכל המספרים הממשיים מהצורה ות הוכח שקבוצ. 2בעיה  baba היא  2,   ,
 .Rשדה של -תת

קבוצת המטריצות את ונגדיר  Faשדה כלשהו. נבחר איבר  Fיהי . 3בעיה 

)(,   2 FMFyx
xay

yx
Sa 
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2)(חוג של -תת aS-א. הוכח ש      FM. 

2ba)כלומר,  a-ללא קיים שורש ריבועי  Fב. הוכח שאם בשדה         לכלFb ) 
 שדה. aSאז          

קבוצה שההוכח  . 4בעיה 
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לא  S-. הוכח שQחוג של -היא תת 

 שדה.-תת
 


