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 ארית.יתלות לינ
nvv  וקטורים . Fמרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי   תלויים לינארית נקראים1,...,

Faaאם קיימים מקדמים )ת"ל(  n ,...,1 וים לאפס כך שלא כולם שו-

0...11  nnvava  

nvv  וקטורים  אם שוויון )בת"ל(  בלתי תלויים לינאריתנקראים  1,...,

0...11  nnvava  מתקיים אם ורק אם כל המקדמיםnaa  שווים לאפס. 1,...,

nvvבמילים אחרות, הוקטורים  אם ורק אם למשוואה  בת"ל 1,...,

0...11  nnvxvx.יש פתרון טריביאלי בלבד  
 

 הערה: קבוצה ריקה נחשב כבלתי תלויה.
 

)1,0,1,()0,1,1,()1,1,2( דוגמא. 321  vvv


. 

321הוקטורים האלה ת"ל כי  vvv


.  
 

 תכונות.
 אפס.-. וקטור אחד תלוי לינארי אם ורק אם הוא וקטור1טענה 

 1. לפי טענה 0va -שונה מאפס כך ש Faת"ל אז קיים סקלר  v הוכחה. אם
00אנו מקבלים  4מהרצאה   va 0. לכןv. 

0הגרירה  vv ריביאלית.ת"ל הינה ט 
  

vv,21. שני וקטורים 2הגדרה 


אם אחד מהם מתקבל  פרופורציונאלייםנקראים  
)4,3,2,1,()2,5.1,1,5.0( הוקטוריםמהשני ע"י כפל בסקלר. למשל,  21  vv 

21פרופורציונאליים כי  2vv . 
 

vv,21. וקטורים 2טענה 


 הם פרופורציונאליים.ת"ל אם ורק אם  
 הוכחה. 

vv,21אם 


Faaת"ל אז ישנם סקלרים   21, 02211-כך ש  vava


ו לפחות אחד 
01-שונה מאפס. בהה"כ אפשר להניח ש aa,21מהמקדמים  a. אז 

    1
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1
22211 0 v

a

a
vvava


 21. לכן הוקטורים,vv


 פרופורציונאליים. 

vv,21נניח עכשיו שהוקטורים 


ניתו  פרופורציונאליים ונוכיח שהם ת"ל. בהה"כ 

12 להניח vav   עבור איזשהו סקלרFa 021. אז  vva  21והוקטורים,vv


 ת"ל. 
 מ.ש.ל.

  
TS. אם 3טענה   של וקטורים ו שתי קבוצות סופיות-S תלויה אז גםT .תלויה 

TS)= אם      שתי קבוצות סופיות של וקטורים ו- Tת''ל אז גם בS )בת''ל 
 הוכחה 

S  >= ת"לS נמספר את אברי הקבוצה כ .לא ריקה-nss ,...,1. 

S ת"ל =< קיימיםFaa n ,...,1  11...0-שכך לא כולם שווים לאפס  nnsasa .

...0...00-מכאן מקבלים ש 111   mnnn ttsasa קבלנו צירוף לא טריביאלי .



  תלויה. מ.ש.ל. Tששווה לאפס. לכן הקבוצה  Tשל קבוצה 

 
האפס או וקטורים פרופורציונאליים אז -. אם בסידרת וקטורים יש וקטור4 מסקנה

 היא ת"ל.
 

nvv. תהי 5טענה  01סידרת וקטורים שבה  1,..., v:אז התנאים הבאים שקוליים . 

1) nvv  ת"ל. 1,...,

,2קיים וקטור בסידרה  (2 ivi  שהוא צירוף לינארי של קודמיו )ז"א

),...,( 11  ii vvSpv) 

,2קיים וקטור בסידרה  (3 ivi  שהוא צירוף לינארי של הוקטורים האחרים

),...,,,...,()ז"א  111 niii vvvvSpv ). 
 
 הוכחה.

)2)1  . 

nvv Faa ת"ל, לכן קיימים סקלרים  1,..., n ,...,1 לא כולם שווים לאפס כך ש-

0...11  nnvavaנסמן כ .-i   0את האידקס המקסימלי שעבורוia אז .

0...11  iivava 1. אםi  אז  0000 11111  vavav  .בניגוד להנחה

11111ו  1iלכן 
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)3)2 .מיידי . 
)1)3 . 

),...,,,...,(אם  111 niii vvvvSpv   אז קיימים סקלריםFaa n ,...,1כך ש-

nniiiii vavavavav   ...... . לכן 111111

nniiiii vavavvava   ...)1(...0  . מ.ש.ל. 111111
 

VS. אם 6מסקנה   קבוצה תלויה אז קייםSs כך ש-}){( sSSps . 

 
VS. אם 7טענה   קבוצה תלויה אז קייםSs כך ש-}){()( sSSpSSp . 

 הוכחה 
)}({-כך ש Ss וקטור  קיים 6לפי מסקנה  sSSps  .נוכיח ש-

)(}){( SSpsSSp   . מההכלהSsS  )}({)(-נובע ש }{ SSpsSSp . 
}{)}({מההכלות  sSSpsS   ו}){( sSSps  נובע ש-}){( sSSpS  לכן .

}){()( sSSpSSp שוויון -. יחד עם האי)(}){( SSpsSSp   אנו מקבלים
)(}){( SSpsSSp .מ.ש.ל . 
 

VS. לכל קבוצה סופית 8משפט   קבוצה -קיימת תתSB  :כך ש 
   1 )B .בת"ל 
   2 ))()( SSpBSp  

 הוכחה
||נוכיח באינדוקציה לפי  S. 

||0בדיקה: אם  S  אזS  ואפשר לבחורSB . 
ונוכיח את וקטורים  nענה נכונה עבור כל קבוצה  בת טצעד האינדוקציה. נניח שה

 .1nמגודל  Sנכונותה  עבור קבוצה 



SBבת"ל אז נקח  Sאם  . 
)()}({-כך ש Ssקיים  7ת"ל אז לפי טענה  Sאם  sSSpSSp  בקבוצה .}{sS  
קבוצה -וקטורים ולכן ניתן להשתמש בהנחת האינדוקציה: קיימת תת nיש 

}{sSA   שהיא בת"ל ו}){()( sSSpASp  עכשיו ניתן לבחור .AB  .מ.ש.ל .  
 


