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 שלו Wמרחב -. אז כל תתFמעל שדה  נפרש סופית מרחב וקטורי Vיהי  .1 טענה
 נפרש סופית.

 הוכחה
:)dim(נסמן  Vn  0{. המקרה{W ,לכן נניח ש הינו טריביאלי-}0{W . ,נניח
 לא נפרש סופית, ז"א  W-שנניח שלילה, לבדרך 

                    )*(WSSp )(קבוצה סופית  לכלWS  . 
Wwנבחר וקטור כלשהו  1 ונבנה סידרת וקטורים  השונה מאפסkw  באופן

),...,(-יך ליהוא וקטור כלשהו הש 1kwרקורסיבי:  1 kwwSpW  אי )*( נובע )מהתנ

),...,(שהקבוצה  1 kwwSpW   לא ריקה ולכן ניתן לבחור וקטור

),...,( 11 kk wwSpWw  לפי הבנייה כל וקטור שבסידרה שייך ל .)-W. 

kwwהסידרה   Nkנוכיח באינדוקציה שלכל   בת"ל. 1,...,

01, כי 1kבדיקה: הטענה נכונה עבור  w. 
kwwצעד האינקציה: אם  11תלות של הסידרה -בת"ל, אז אי 1,..., ,,..., kk www תנובע 

),...,(-מ 11 kk wwSpw   5הרצאה  ,5וטענה. 

kwwלכן הסידרה  ,...,11י. לכן הסידרה טבעkתלויה לכל בלתי  1,..., nww גם בלתי
מכיל סידרה בלתי תלויה של  ,וקטוריםnנפרש ע"י ,ה Vמרחב קבלנו שבתלויה. 

1n:11 וקטורים,..., nww . ( אינה לכן ההנחה )* .5מהרצאה  3זה סותר מסקנה אבל
  מ.ש.ל.נכונה. 

 
של  1מרחב של מרחב נפרש סופית יש בסיס )מסקנה -מהטענה הזאת נובע  שלכל תת

 (.5הרצאה 
 

 מרחב וקטורי נפרש סופית. אז Vיהי  .2טענה 
1) )dim()dim( VWVW . 
2)VWVWVW  )dim()dim(. 

 הוכחה
WVשל ,BAקח בסיסים י( נ1 ASpV)(-קבוצה בת"ל חלקית לBבהתאם. אז  ,  .

)dim()dim(|||| 5מהרצאה  3אז לפי מסקנה  ABVW . 
||)dim(||)dim(. אז Wכלשהו של Bניקח בסיס  (2 WBVB מכוון ש .-B  בת"ל
||)dim(ו  VB  ,B גם פורשת אתV  (. מצד שני 5מהרצאה  6)טענהB פורשת  

VBSpWלכן  .Wשל  בסיסB, כי Wאת   . מ.ש.ל.)(
 

 .)השלמת בסיס( 3טענה 
VWמרחב וקטורי נפרש סופית ו  Vיהי   כלשהו. מרחב -תת 

AB-כך ש Vשל Aקיים בסיס  Wשל  Bלכל בסיס  . 
 הוכחה.

)dim()dim(אינדוקציה לפי  WV . 
)dim()dim(0בדיקה: במקרה  WV  אנו מקבליםWV   ( ולכן ניתן לקחת 2)טענה 



BA . 
kWVעבורנניח שהטענה נכונה   )dim()dim(   ונוכיח את נכונותה במקרה

1)dim()dim(  kWV נסמן .)dim(:),dim(: WmVn  11. אז kmn ניקח .
W (mWBכלשהו של Bבסיס   )dim(||)מכוון ש .-VW   הקבוצהWV   לא

WVvוקטורריקה. ניקח    נובע שהקבוצה  5, הרצאה 3כלשהו. מטענה
}{vB 11בת"ל. לכן||})){(dim(  mBvBSp  ו
kmnvBSpV  )1(})){(dim()dim( לפי הנחת אינדוקציה ניתן להרחיב .

)}({חב מר-של תת vB}{בסיס  vBSp  .עד בסיס של כל המרחב. מ.ש.ל 
 

VUW מרחבים-מרחב וקטורי נפרש סופית. אז לכל שני תת Vיהי  .4משפט  ,  
 מתקיים

                      )dim()dim()dim()dim( WUWUWU . 
 

 .הוכחה
:)dim(:),dim(:),dim(נסמן  WUkWmUn . חר בסיס נבkbb WUשל  1,..., .  

 :Wו  Uניתן להשלים את הבסיס עד בסיסים של  4לפי טענה 
   nkk bbbb ,...,,,..., 11  -  בסיס שלU, 

   mkk aabb ,...,,,..., 11  -  בסיס שלW. 

mknkkנוכיח שהוקטורים  aabbbb ,...,,,,...,,,..., 111   מהווים בסיס של הסכוםWU . 

WUaabbbbSpא.  mknkk  ),...,,,,...,,,...,( 111.  

WUaabbbbSpההכלה     mknkk  ),...,,,,...,,,...,( -נובעת מ111

WUUbbbb nkk  },...,,,...,{ WUWaabbו 11 mkk  },...,,,...,{ 11. 

),...,,,...,,,,...,(-נוכיח עכשיו ש 111 mknkk aabbbbSpWU .  ניקחWUx   .כלשהו
WwUuאז קיימים   wux-כך ש , .  

   ),...,,,...,(...... 111111 nkknnkkkk bbbbSpUubbbbu   , 

  ),...,,,...,(...... 111111 mkkmmkkkk aabbSpWwaabbw   . 
 שמכאן נובע 
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 חלק א' הוכח.
mknkkב. הוקטורים  aabbbb ,...,,,,...,,,..., 111  .בת"ל 

 נביט במשוואה 
 )**(  0......... 111111   mmkknnkkkk ayaybxbxbxbx . 

mmkkנסמן  ayayv   ...: WaaSpv. אז 11 mk   ),...,(  . מצד שני 1

     UbbbbSpbxbxbxbxv nkknnkkkk   ),...,,,...,()......( 111111. 

),...,(לכן  1 kbbSpWUv 


kbbמאחר ש  בסיס של החיתוך קיימים סקלרים  1,...,

Fyy k ,...,1 כך ש-kkbybyv  ...11


......0אז .  1111   mmkkkk ayaybyby. 

mkkהוקטורים  aabb ,...,,,..., 11   0,...,0,0,...,0בת"ל, לכן 11   mkk yyyyו 



0...11   mmkk ayayv


......0 -)**( נובע ש-.מ 1111   nnkkkk bxbxbxbx .

nkkהוקטורים   bbbb ,...,,,..., 11   0,...,0,0,...,0בת"ל, לכן 11   nkk xxxx . 
 הוכחנו שלמשוואה )**( יש פתרון טריביאלי בלבד. חלק ב' הוכח.

 
mknkkהוכחנו שהוקטורים  aabbbb ,...,,,,...,,,..., 111   מהווים בסיס של הסכוםWU . 

)dim()dim()dim()dim(לכן  WUWUkmnWU  .מ.ש.ל . 

 


