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ועל  1-3חלק א'. בחלק זה יש לכתוב תשובות מלאות על שתי שאלות מהשאלות   
בנוסף לטענה בכתב, יש להוכיח  6,3,5,4בתשובות . 4-5שאלה אחת מהשאלות 

  .עוד שתי טענות עזר מבוקשתה
אי אפשר להסתמך בהוכחת טענה על טענה שנסמכת עליה. למשל אם אני מבקש 

, לא F^Nם ורק אם עמודותיה מהוות בסיס של להוכיח כי מטריצה היא הפיכה א
 18תנתנה נקודות לטעון ששתי הטענות הללו הן טענות שקולות לפי משפט 

 הנקודות.
 

 נקודות. 58 .1
    והיהוא מספר זוגי וי  n נניח כי 

{ ( ), 1 , , ( , ) ( 1 , ) ( , 1 )}nU A M i j n A i j A n i j A i n j          ו-  

{ ( ), 1 , , ( , ) ( 1 , ) ( , 1 )}nV A M i j n A i j A n i j A i n j            

U,הוכח ש  .א V.מרחבים של -הם תתי( )nM. 

) האם ב.   )nM  הוא הסכום שלU וV? 
 
 

 נקודות. 58 .6

יותר  Tיש לו , T⊆Sp(S)כך ש    T,S תוסופי ונתונות  קבוצות Fמעל  Vתונים מ"ו נ

 ת"ל.   T.  אז S למאשר איברים 

 
 
 נקודות. 14.  3

.  אז מתקיים השויון  C -ו   A,Bבסיסים  לשהבעל ש  Fמ"ו מעל  V ןנתו

[ ] [ ] [ ]C B C

B A AM M M  . 
 
 נקודות. 60. 5
 

 העמודות שלה. ממד מרחבהשורות שלה שוה לממד מרחב ,  אז Aמטריצה נתונה 
  

 נקודות. 60. 4
מטריצה וערך עצמי שלה.  אז הרבוי הגיאומטרי קטן או שוה לרבוי . נתונה א

 .5האלגברי וגדול או שוה ל 
 
 



 
 
 
 

 נקודות 10שאלות בלבד.  משקל של כל שאלה:  4חלק ב. בחלק הזה יש לענות על 
 
4מרחבים -מצא בסיסים של הסכום והחיתוך של שני תת. 2

RU  4ו
RV  כאשר 

{(1,3,1,3),(1, 1,1, 1)}, {(1,4,7,0),(2, 1, 4,3),(1,4,1, 6)}U Sp V Sp       

Uבסיס של  ה . השלם את V 4בסיס של  ל
R. 

 
 נתונה מטריצה ממשית. 7
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 פרמטרים ממשיים.   הם ,baכאשר 
 תהיה מינימלית. Aשעבורם הדרגה של  ,baא. מצא את כל הערכים של 

 מרחב העמודות  ב. לכל הערכים של הפרמטרים שמצאת בחלק א' מצא בסיסים של
( )C A  ושל מרחב השורות( )S A  

5 .),( 21 bbB   ו),( 21 aaA  מימדי -מרחב דו-שני בסיסים של תתV (3

5ZV .) 

2א. מצא את  2,a b   אם ידוע ש
1 2

B AT
c d

 
  
 

,   ו 
1 1

(2,1,1), (1,2,1)a b 

2 2(2, , ), (1, , )a x y b z w  . 

3ב. האם קיים וקטור 

5Zv 2-השונה מאפס כך ש[ ] [ ]A Bv v ..נמק 
 
:][)(נתונה העתקה ליניארית  .9 23 RR MxL  המוגדרת ע"י הנוסחה 

(1) (0)
( ( ))

(0) ( 1)

p p
L p x

p p

 
  

  
  

)1,,,(בבסיסים  Lא. חשב את המטריצה של  32 xxxB   3][של xR  ו
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4321 AAAA  2)(של RM. 

 .Im(L(ו LKer)(ב. מצא בסיסים של 
 

]2-מ L. מצא העתקה לינארית 10 ]xR  2ל
R  שמטריצתBA L][  בבסיסים    

1 2( (1,1), (1, 1))A a a   2 2 2

1 2 3( 1, , 1)B b x b x x b x x        

-שווה ל
1 1 2

0 1 2

 
 

  
 

 



נתונה מטריצה ממשית   .11
9 7 7 7

7 5 7 7

0 0 2 0

7 7 7 5

A
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 .Aא. חשב את הפולינום האופייני ואת הערכים העצמיים של   
 .Aסיסים של המרחבים העצמיים של בב. מצא    
 בהצלחה !                                                     .  Aשל  Tג. מצא מטריצה המלכסנת    
 

 תשובות
 

 5תשובה 
 
Uולכן  Uמקיימת את התנאי של  4ברור כי המטריצה שכולה . 5א .   יהיו

, , ,K L U a b     1ויהיו ,i j n   אז לפי ההגדרה
( , ) ( 1 , ), ( , ) ( 1 , )K i j K n i j L i j L n i j     ינובע כו

( )( , ) ( , ) ( , ) ( 1 , ) ( 1 , ) ( )( 1 , )aK bL i j aK i j bL i j aK n i j bL n i j aK bL n i j            

)בצורה דומה   , ) ( , 1 ), ( , ) ( , 1 )K i j K i n j L i j L i n j     יונובע כ
( )( , ) ( , ) ( , ) ( , 1 ) ( , 1 ) ( )( , 1 )aK bL i j aK i j bL i j aK i n j bL i n j aK bL i n j            

 הוא תמ"ו. Uולכן באמת   
Vולכן Vמקיימת את התנאי של  4ברור כי המטריצה שכולה .2א .   יהיו

, , ,K L V a b     1ויהיו ,i j n   אז לפי ההגדרה
( , ) ( 1 , ), ( , ) ( 1 , )K i j K n i j L i j L n i j       יונובע כ

( )( , ) ( , ) ( , ) ( 1 , ) ( 1 , ) ( )( 1 , )aK bL i j aK i j bL i j aK n i j bL n i j aK bL n i j              

)בצורה דומה   , ) ( , 1 ), ( , ) ( , 1 )K i j K i n j L i j L i n j     יונובע כ
( )( , ) ( , ) ( , ) ( , 1 ) ( , 1 ) ( )( , 1 )aK bL i j aK i j bL i j aK i n j bL i n j aK bL i n j            

     הוא תמ"ו. Vולכן באמת   

הם  Vשל ו Uהממדים של 
2

2( )
2 4

n n
   ואלו הממד של( )nM  2הואn  ולכן אחוד

)הבסיסים הללו לא יכול לפרוש את   )nM  ולכן הסכום איננו( )nM  

 
 
 

 6תשובה 
 
 
  ורה של משואות:צל Vואת  Uנעביר את  .
4מרחבים -מצא בסיסים של הסכום והחיתוך של שני תת. 

RU  4ו
RV  כאשר 

{(1,3,1,3),(1, 1,1, 1)}, {(1,4,7,0),(2, 1, 4,3),(1,4,1, 6)}U Sp V Sp      

1 1 1 1 1 1

1 3 0 4 0 4

1 1 0 0 0 0

1 3 0 4 0 0

a a a

b b a b a

c c a c a

d d a d b

     
     
        
      
     
       

 2בעל ממד  הוא תת מרחב Uכלומר 

a, ותהמקיים את המשוא c b d   ובצורה דומה 
 



1 1 2 a 1 1 2 a 1 1 2 a 1 1 2 a

4 4 -1 b 0 0 -9 b-4a 0 0 -9 b-4a 0 0 -9 b-4a

7 1 -4 c 0 6 -18 c-7a 0 6 -18 c-7a 0 6 -18 c-7a

0 6 3 d 0 6 3 d 0 0 21 d-c+7a 0 0 3 d-c-a+2b

1 1 2 a

0 0 0 3d-3c-7a+7b

0 6 -18 c-7a

0 0 -3 d-c+6

       
       
         
         
       

        




a-2(b-4a)

 
 
 
 
 
 

  
 
 

ולכן  .3d-3c-7a+7b=0 ההמקיים את המשוא 3בעל ממד הוא תת מרחב  Vכלומר 
  החתוך: ת וונקבל את משוא

3d-3c-7a+7b=0, , 10( ) 0a c b d b a a b c d         ולכן כלומר

1

1

1

1

U V Sp
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1 1 1

1 4 4
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1 7 1

1 0 6

V Sp
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U Sp

    
    

      
   
 
   
     

 

 
4U  ואחוד הבסיסים הוא בסיס של V . 

 
 

 . 7תשובה 
 

                                                   
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

6 7 8 9 10 0 5 10 9 6 14 0 5 10 9 6 14

11 12 13 14 0 10 20 14 11 44 0 0 0 4 16

a a a

a a

b a b a b

       
     
             
                 

ולכן  

 C(A)עבור הערכים הללו בסיס של   . .a=-4,b=16הדרגה המינימלית היא כאשר 
 S(A)    {(1,-2,3,-4,4),(0,-5,10,-15,14)}ושל .{ {(7,12-,2),(6,11-,1)הוא 

 
 8תשובה 

 לפי הנתוןא. .
2 2 1 2 2 1

1 2 ,2 1 2 2 1,4 2 1 2, 1,

1 1 1

1 2 2,1 2 1, 3, 0, 2

c x d x z c d c d

y y w

x y x y z w

           
           

                      
           
           

        

   

]ב. נסמן  ]A

e
v

f

 
  
 

אז   

2
1 2 1 2

2 . det (1 )(1 ) 4 2 3 ( 1)( 3)
2 1 2 1

e e x
p x x x x x x

f f x

      
                 

      

1הם Tאז הע"ע של   4,3 2   ע"ע של  ינוא 2ן , ולכT פתרון.  אין, ולמשואה 



 
  .9תשובה  

 

  

2

1 2 3 4 1 4

3

1 4

1 1 1 0
(1) , ( )

1 1 0 1

1 0
( ) ( )

0 1

L A A A A L x A A

L x L x A A

    
            

   

 
     

 

ולכן מטריצת  

ה בבסיסים הללו היא קההעת

1 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0 0

1 1 1 1

    
 
 
 
 

  

.  לכן 

0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1
Im( ) , , , , , ,

1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0

0 1 1 0 1 0

, ,

L Sp Sp Sp

x y
x y

y z

              
              

                                                      
           
                 

 
  

 
, z R

 
 

 

3ו    2 2 2

2

1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 2 0 0 0 1 0

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( ) { , 0}, ( 1), }

{ 1}

Ker L p ax bx cx d a c b d p bx b b x b R

Sp x

          
       
         
         
       

        

             

 

 

 
 
 
 
 
 
 10תשובה   

3 2

3 1

2

1 2 3

1 1 2

0 1 2

(1) ( ) ( ) (2(1,1) 2(1, 1)) (1(1,1) 1(1, 1)) (0,2),

( ) ( ) ( ) (2(1,1) 2(1, 1)) (1,1) ( 1,3),

( ) ( ) ( ) ( ) (1,1) (1(1,1) 1(1, 1)) (2(1,1) 2(1, 1))

(1,1) (0,2) (0,4)

L L b L b

L x L b L b

L x L b L b L b

 
 

  

        

       

         

   

2 2

(1, 1)

( ) ( ) ( ) (1) (1, 1) ( 1,3) (0,2) ( , 3 2 )L ax bc c aL x bL x cL a b c a b a b c



              

  
 55תשובה 

 



2

9 7 7 7 2 2 0 0 1 1 0 0

7 5 7 7 7 5 7 7 7 5 7 7
det det (2 )det

0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0

7 7 7 5 7 7 7 5 7 7 7 5

1 1 0 0

7 5 7 7
(2 ) det (2

0 0 1 0

7 7 7 5

x x x

x x x
p x

x x x

x x x

x
x

x

            
     

                    
          
     

          

 
 
         
 
 

  

2

3 3

1 0 0 0

7 2 7 7
) det

0 0 1 0

7 0 7 5

1 0 0 0

7 1 7 7
(2 ) det ( 2) ( 5)

0 0 1 0

7 0 7 5

x
x

x

x x x

x

 
 
      
 
 

 

 
 
       
 
 

 

 
 
 

,הם  Aהעצמיים של  לכן הע"ע. 5, 2 נציב כל ע"ע במערכת ונמצא ו"ע הצמודים  .
 , נקבל 8להם.  עבור 

 
 

9 7 7 7 14 7 7 7 2 1 1 1

7 5 7 7 7 0 7 7 1 0 1 1
5

0 0 2 0 0 0 7 0 0 0 1 0

7 7 7 5 7 7 7 0 1 1 1 0

2 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

x

x

x

x
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 פורש את המרחב

 
 

נקבל  2-הצמוד ועבור 
9 7 7 7 7 7 7 7 1 1 1 1

7 5 7 7 7 7 7 7 0 0 0 0
2

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7 7 7 5 7 7 7 7 0 0 0 0

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1
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ולכן מטריצה 

 מלכסנת היא 
 

1 1 1 1

1 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1
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