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 שעות 3משך המבחן: 
 

 אפשר להשתמש רק במחשבון כיס. יש לכתוב כל התשובות במחברת.
---------------------------------------------------------------------------------------- 

ועל  1-3חלק א'. בחלק זה יש לכתוב תשובות מלאות על שתי שאלות מהשאלות   
. ניתן להשתמש באופן חופשי בכל טענה שהוכחה 4-5שאלה אחת מהשאלות 

 בהרצאה כל עוד היא מצוטטת במדויק. 
 
 נקודות. 15 .1

})(|{תהיינה  T

n AAMAU  R    ו}|)({ T

n AAMAW  R. 

WUא. הוכח ש     .RnM)(מרחבים של -הם תתי ,

 .Wו  Uהוא הסכום של  RnM)(ב. הוכח ש   
 
 נקודות. 15 .2

VS, אזי לכל קבוצת וקטורים nמרחב שמימדו  Vהוכח שאם    בתn  איברים
 מתקיים. 

VSSpא.       )( S .בת"ל 
VSSpב.       )( S .בת"ל 

  
 נקודות. 15. 3

WVLתהי  :  :העתקה לינארית בין שני מרחבים ממימד סופי
mWnV  )dim(,)dim(  שני המרחבים מוגדרים מעל אותו שדה(Fהוכח שאם  .)

nkk bbbb ,...,,,..., 11 
ו  Vבסיס של  

kbb ,...,1
),...,()( אזי  LKer)(בסיס של   1 nk bLbL 

הוא 
 .Im(L(בסיס של 

      
 נקודות. 20. 4

א. תהי   nbbB ,...,1 קבוצה בלתי תלויה של וקטורים מהמרחבVלכל  . הוכח שאם

Vv   הקבוצה},,...,{ 1 vbb n
 . Vבסיס של Bת"ל, אזי  

ב. תהי   nbbB ,...,1 קבוצה פורשת של המרחבVקבוצה של -כל תת . הוכח שאם
B  אינה פורשת אתV אזי ,B בסיס שלV . 

                       
 נקודות. 20. 5

WVLתהיה  : הוכח כיינארית בין מרחבים ממימד סופי. העתקה ל  
                                  )dim())dim(Im())(dim( VLLKer  

 
 
 
 
 

 נקודות 10 שאלות בלבד.  משקל של כל שאלה: 5חלק ב. בחלק הזה יש לענות על 



 
כאשר  4RVו  4RUמרחבים -מצא בסיסים של הסכום והחיתוך של שני תת. 6

6))(1,-4,-1,-(0,3,2,5),, (2,1,4,3) Sp(= ), )(1,-1,1,-1(1,2,3,4), (Sp VU השלם את . 

Uבסיס של   V   4עד בסיס של
R. 

    
 נתונה מטריצה ממשית. 7
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 פרמטרים ממשיים.   הם ,baכאשר 
 תהיה מינימלית. Aשעבורם הדרגה של  ,baא. מצא את כל הערכים של 

 .AC)(ב. לכל הערכים של הפרמטרים שמצאת בחלק א' מצא בסיסים של 
 
8. ),( 21 bbB   ו),( 21 aaA  מימדי -מרחב דו-שני בסיסים של תתV (3

5ZV .) 

21א. מצא את  ,aa  אם ידוע ש
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  ,)1,1,1(),1,1,2( 11  ba  ו

),,2(),,,1( 22 wzbyxa  . 

3ב. האם קיים וקטור 

5Zv השונה מאפס כך ש-BA vv ][][ .נמק ? 
 
:][)(נתונה העתקה ליניארית  .9 23 RR MxL   המוגדרת ע"י הנוסחה
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 .Aא. חשב את הפולינום האופייני ואת הערכים העצמיים של   
 .Aב. מצא את הבסיסים של המרחבים העצמיים של    
      . 2016Aאת   וחשב Aשל  Tג. מצא את המטריצה המלכסנת    
 

 בהצלחה !                                                
 
 

 תשובות



 
 
}   נשים לב כיא.  .1 ( ) | }T

nU A M A A    Rמקיימת את  0-מטריצת ה, כיון ש

Aהתנאי.  אם  U אז מתקיים TA A אז מתקייםו ( )TA A  , ולכןU  סגור

A,אם   לכפל בסקלר.  B U אז מתקיים TA A TB Bולכן  אז מתקייםו אזו,U 
 הוא תת מרחב. Wסגור לחבור  ולכן הוא תת מרחב.  בצורה דומה 

, מספיק להראות כי מטריצה Wו  Uהוא הסכום של  RnM)( כדי להראות כי ב. 
סכום של שתי מטריצות האחת זוגית והאחת אי זוגית.  ואכן לכל היא   Aכלשהי 

 מתקיים Aמטריצה 

( ) ( )
, ( ) ,

2 2 2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

T T T T T T T
T

T T T T T T
T

A A A A A A A A A A
A

A A A A A A A A

    
   

   
   

 סימטרית.ה אנטי היא סכום של מטריצה סימטרית ומטריצ Aכלומר אכן 
 
)Imלכל    . 3 )w L  קיםv V  כך שL(v)=w ולפי הגדרת הבסיס קימים מקדמים ,

1 2, , , n     כך שמתקיים
1 1 2 2 n nv b b b       ולכן מתקיים כי

1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n k k n nw L v L b L b L b L b L b            ולכן הקבוצה הזו

)Imפורשת את  )L 1 .  נוכיח כי היא בת"ל.  נניח כי נתונים, ,k n    כך שמתקיים

1 1( ) ( ) 0k k n nL b L b      נביט על 0וצ"ל כי כולם מקדמי .
1 1k k n nu b b    

)אז מתקיים   ) 0L u   ולכן( )u Ker L  1ולכן קימים מקדמים,..., k   כך ש

1 1 1 1k k n n k ku b b b b          נעביר אגפים ולכן .

1 1 1 1 0k k n n k kb b b b            ולפי חוסר התלות של הבסיס נובע כי

1 1 0k n k           .כדרוש , 
 
Vvפורשת.  יהי נתון  Bנותר להראות כי א. . 4   וצ"ל כי הוא נפרש על ידיB  .

},...,,{הקבוצה  1 vbb n
1 ת"ל ולכן יש  2, , , ,n    כך ש  0שאינם כולם

1 1 2 2 0n nb b b v       0.נראה כי חיב להתקיים    0משום ש   היה

1 גורר כי 1 2 2 0n nb b b      1וזה היה גורר כי 0n     סתירה לכך שלא

.  נעביר אגפים ונחלק ונקבל  0כל המקדמים הם 
1 1 2 2

1
( )n nv b b b  


    

  , כדרוש.v, לכל  vפורשת את ה Bכלומר 
 

1יהיו נתונים  .בת"ל Bנותר להראות כי  ב.  2, , , n    כך ש

1 1 2 2 0n nb b b     0.  אם היה נכון כיn   אז על ידי העברת אגפים נובע כי

1 1 2 2 1 1

1
( )n n n

n

b b b b  


     נגדיר  . 1 1,..., nC b b  אז השויון האחרון אומר  .

)כי   )nb Sp C  וברור כי( )C Sp C  ולכן( )B Sp C  ולכן( ) ( )V Sp B Sp C   כלומר
C  קבוצה חלקית ממש שלB  שר פורשת אתV  וזו סתירה לנתון.  לכן צריך

0nלהתקיים    בצורה דומה לכל  .k ,0n  ולכן ,B .בת"ל, כדרוש 
 



 ורה של משואות:צל Vואת  Uנעביר את  .6
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 0 3 0 1 2 0 1 2

1 3 0 2 0 2 0 2

1 4 0 5 0 5 0 5

1 1

0 1 2

0 0 3 5 2

0 0 9 5 5

a a a a

b a b a b c a b c

c c a c a c a

d a d a d a d
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a b c

c a b

a d b c

       
       
              
         
       
          

 
 

  
  
 

    

 Uכלומר 

3המקיים את המשואות  הוא תת המרחב 5 2 0, 9 5 5 0c a b a d b c        ובצורה
דומה  

1 2 0 a 1 2 0 a 1 2 0 a 1 2 0 a

-4 1 3 b 0 9 3 b+4a 0 3 1 b+3a-c 0 3 1 b+3a-c

-1 4 2 c 0 6 2 a+c 0 6 2 a+c 0 0 0 -5a+3c-2b

-6 3 5 d 0 15 5 d+6a 0 15 5 d+6a 0 0 0 d+6a-5b-15a+5c

       
       
         
       
       
       

  .5a+3c-2b=0,d+5c-5b-9a=0- הוא תת המרחב המקיים את המשואות Vכלומר  
 , נובע כי Vועבור  Uמכיון שקבלנו את אותן משואות עבור 

 U V U V U V    .   הם בסיס ל  (1-,1,1-,1),(1,2,3,4) למשל הוקטוריםU  ולכן

Uול   Vל V U V   4  .  כדי להשלים לבסיס של
R נוסיף כל שני וקטורים בת"ל ,

, ונבדוק כי המטריצה המורכבת  (0,1,0,0),(1,0,0,0) שאינם נפרשים למשל  

מהעמודות הללו הפיכה.  

1 0 1 1

0 1 2 -1 3 1
det( ) det 7

0 0 3 1 4 1

0 0 4 -1

 
 

         
 
 

 כדרוש. 
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עבור הערכים הללו בסיס של   . .a=11,b=5ולכן הדרגה המינימלית היא כאשר 
C(A)  (1,2,7-),(2,1,1)הוא} }. 

 
 
  לפי הנתוןא. .8

2 1 1 2 1 2

1 1 ,2 1 2 1, 4 2 3, 6,

1 1 1

1 3 1,1 3 1, 0, 2

c x d x z c d c d

y y w

x y x y z w
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אז   

2
1 2 1 2

. det (1 )(6 ) 6 7 ( 7)
3 6 3 6

e e x
p x x x x x x

f f x

      
                

      
אז  

 , ולכן למשואה אין פתרון.Tאיננו ע"ע של  1, ולכן 7ו  0הם  Tהע"ע של 
 

9.   2 3

1 2 3 4 1 4

1 1 1 0
(1) , ( ) ( ) ( )

1 1 0 1
L A A A A L x L x L x A A

   
            

   
 

ה בבסיסים הללו היא קולכן מטריצת ההעת

1 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0 0

1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

.  לכן 

0 1

1 0 1 0 0 1
Im( ) , , , ,

1 0 0 1 1 0

0 1

x y
L Sp Sp x y R

y x
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2 3 2( ) { , (1) 0, , 0} { ( ( ) ), , }Ker L p p ax bx cx a b c x a bx a b x a b R            
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2 2 2 2

2 2

2 2

( ) (1,1), ( ) (2,0), ( ) ( ) (1,1) ( ) (2,0) ( ) (1, 1), ( 1)

( ) ( ) (1) (1) 0,

( ) ( ) ( ) (1) (2,0) (1, 1) (0,0) (2 , )

L x L x x L x L x L x L x L x x

L x x L x x L L

L ax bc c aL x bL x cL a b c a b b
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2

3 4 4 3 1 4 3 1 4 1 1 4

det 2 3 2 det 2 1 2 (1 ) det 2 1 2 (1 ) det 0 1 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

(1 ) ( 1)

x x x x x

p x x x x

x x

x x

                      
              

                          
                             

  

.  נציב כל ע"ע במערכת ונמצא ו"ע הצמודים להם.  1הם  Aהעצמיים של  לכן הע"ע.

, נקבל 1-עבור 
3 4 4 2 4 4 1 2 0 2 2

2 3 2 , 2 4 2 0 0 1 , 1

0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0

x x

x v x x

x

            
         

              
                  

פורש את 

נקבל  1המרחב הצמוד ועבור 
3 4 4 4 4 4 1 1 1 1 1

2 3 2 , 2 2 2 0 0 0 , 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

x y z

x v y y z

x z

               
           

                 
                      

ונביט ב  



1

1 1 2 1 1 2 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 0 1 , 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 1 2 1 1 2 1

0 1 0 0 0 1 , 0 0 1

0 0 1 1 1 1 1 1 1

P

P

         
         

             
                    

    
   

    
         

1

1 2 1 3 4 4 1 1 2 1 2 1 1 1 2

, 0 0 1 2 3 2 1 0 1 0 0 1 1 0 1

1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

P AP

D
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