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[VX@EY([KX.y) AAX)] =B(Y))] A(C(y) AD(X)) w22 0°23
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| C(y) D(x)
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A B(y)

K(x,y) A(X)
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10977 KT X 797 N bW avowna omn IR
X7y oop nnan ow avownn own, (AY([K(X,Y) AA(X)] =>B(Y)))
([K(xy) AA(X)] —B(y)) moom

MAY 7Y N2 gwaab 19 9901 n"a Hnn

922 NN DO MAY LYY NN IR VY ,D°RAT 220 TAR 9D 12y
.o W vowan 2N DR 21w L2109

[VX{E(X) < QY(F(y) A[VZ(G(z) =B(y))] v C(y) )AD(X)}]

[VX{VY (VZ[A(XY) < (F(y.2))] Al 3w (G(X)y,z,W)])}]
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DY Nav1 .o 2%2 D7 0 .21097 NND TUNAR IR 990119 2IWORA
UG, US, EG, EP ,1%8 2P 7v2IR

US(x/t):  Vx(AX) | A(t)

t SW 72w 70 7INWR IR ,TOWA RITWYD 0¥y aw X7 t-w ORina
Do R0 A(X) 7avva X opna

US 5952 1151 RS winwh gnnT

2T 202 1R L YX [y (K(X,Y))] mavws aan:

y %108 Cwonurk y -1weon X v mvva JAKX)= [Ty (K(x,y))]
X 5w nwsrn avont uTaRk AXxXYy) = [3y (K(y,y))] navva r x opna

UG: A(t) F YX(A(X))
WO TINWnH X1 - ORIN2
EG: A(b) | Ix(AX))

S92 ¥I3P R b-w ORIN2
EP:  3x(AKX) FA(c)

JIDW2 W RITWHD V2P R C-W ORIN2
T
(3 9°Y0 - 2 5390 - 3 1901 vap - D YW A0IR)

no1

{Ax, YX[(Cxv—Dx) —=Bx], VX[Ax—>(—=Bx)]1} | (= Ci) A Dx
7YV 79N 2100w 7 DW aHWR R R IR 0 00 2 2w
JTPIWN

75 oW
1. Ak
2. VX[(Cxv—Dyx) —>By]
3. VX[Ax—>(—By)]
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(— Cx) A Dk IR O
4. Ak—>(—=Bx) (3, US(X/k))
5. —Bx (1,4 MP)
6. (Ckv—Dx) —»Bk (2,US(x/k))
7. (—Bx) — (= (Ckxv—=Dy)), (6, contrapositia),
8. = (Ckv—Dy) ,(5,7,MP),
9. (— Ck) A Dy, (De Morgan).

aRAT

(0 7°PY0 - 3 9°37Nn - 3 7D0N AP - M0 2w HOIRD)

719N
1. VX [Px— (VY [Qy <> (=Rxy)DI]-
2. X [Pxa (VY [(=Sy) = RxyD]-
3. VX(VY [(PxASy) = (—=Rxy)]).
o'y
VX [Qx A SX]
Mo

4. Pan (VY [(=Sy) = Rayl), (2,EP(X/a)),

5. Pa, (4. Perut),

6. VY [(—=Sy) = Rayl, (4, perut),

7. Pa—> (VY [Qy < (—Ray)]), (1,US(x/a)),
8. Vy [Qy < (—Ray)], (5,7,MP),

9. VY [(PanSy) — (—Ray)], (3, US(X/a)),

10. (—Sy) > Ray, (6, US(yly)),

11. Qy <> (=Ray), (8, US(yly)),

12. (Pa/\Sy) —> (—|Ra,y), (9, US(y/y)),

13. Pa— (Sy — (—Ray)), (12, exportatia),
14. Sy —> (—lRa,y), (5,13,MP),

15. (=Ray) — Sy, (10, contrapositia),
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16. ((—Ray) = Sy )A (Sy = (—Ray)), (14,15),
17. (=Ray) <> Sy, (16,m>>pwin n7a0)

18. (Qy « (—Ray)) A ((—Ray) <« Sy), (11,17),
19. Qy «> Sy, (18, double transitivity ),

20. Qx <> Sx, (19, US(y/x)),

21. VX (Qx < Sx), (20, UG).

J1°2° 2105 N0 QPN 1YY O1°p

21-4-2002-01-02

1-5-2002-03

, A X120 AN0R 101 PI0OT Ly PI0DY 2100 W A X1ap 0°1N]
,JAMDITR 1071 °092 X LAU(—y) NOYRTA 79°N0% ¥OAT2 10 OR (7007)
270 % W o AU (—y) DDA 7P N0R ¥OATY WK R DX

T
X w0, 3 930, 3 1901 2P ,nD YW QORI
:APN NV ORI 2172

1. VX [Ac Cd.
2. VX [Bx—> Dy].

3. IX Ax.
4. Ax (—Dy).

REhipie]a)
X (Cx/\(—|Bx))

:ND

5. A, (3, EP(x/K)),

6. Ak— Ci, (1, US(X/K)),

7. Ck, (5,6, MP),

8. (—Dm), (4,EP(x/m)),

9. Bmn—> Dm, (2, US(x/m)),

10. (—~Dm)— (—=Bm), (9, contrapositia),
11. (—=Bm), (8,10,MP).
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DR XY C DR 29972 100 2R 11D 290W 1IREA KDY 2211017 9D DR 117K
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J1IP0NR YW Ahwn By vl

—[3X (CxA(=Bx))] = VX ((—Cx) vBx) = VX (Cx—Bxy).
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STPNWaR 201 R O APRY ,a0Wnn
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, A=C=B=D={k }.
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Mo17 ,RY OK 97 R¥A 19 OK .K? IR 7IP9O0 2PI097 NIVA OX P72
.77°N0

NEmah

VX [Dx— (—Ex)].
VX [Fx— (Ex v (=Dx))].
X [DxaFx].

DaaFa, (3, EP(X/a)),

Da, (4, perut),

Fa, (4, perut),

Fa— (Ea v (—Da)), (2,US(X/a)),
Ea v (—=Da), (6,7, MP),

9. Da— Ea4, (8, 27),

10. Ej, (5,9,MP),

11. Da— (—Ea), (1, US(X/a)),

12. (—Ea), (5,11, MP),

13. Ea/\ (—|Ea), (10,12)

©ONoOOR~WDN R

N0
aRAT

XY, 3 9300 ,4 901 7ap ,omd YW QoR

Mo KD O 9T K¥AM 1D OX .9 R P00 21097 NoNYA aR P2
.77°N0

217

1. VX [Ax— Cy].
2. VX [Bx— Cy].

4. Akn(—Bx), (3, US(x/k)),
5. Ax, (4, perut),
6. (—Bx), (4, perut),
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7. Ak—> Ci, (1, US(X/K)),
8. Ck, (5,7, MP),

271 R¥NY 7011 197 .1 R? Bi-w 105, 2 -1 1n 127 poonh bRl R
YR K °¥79 92K N1AR I 90 L 1-8 Mon pR 2% 008 D7In 0
A DR PRI AR 9319 1m0 . B anon nR XY ) C, A ,nmnon DR oopn
wnnwae o1 . C nR oop% 7% B Nk oopnt R 901, C nR 2°p% X

ST 2R NN PO

U=A=C={k}, B=J.
95, C 5w 7ax 23 X177 A DWW 12K D0 - 1170 ,W1070 9 DR 2% AT HTn
. C-aRY IR A -2 Ren7 (K) 1ar wa, C 5w "2k ox X B 5w 1ax

YI2W 7Y 2n22 gwaa? 22 9907 02 930N
S -3, 39300, 4 7901 Yap ,ono YW QoK
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	הקורס לוגיקה ותכנות לוגי
	מורה: גיורא דולה.  מכללת נתניה סמסטר אביב התשס"ב
	Uwe Schoning: Logic for computer Scientists

	אני מאחל לכם הצלחה בקורס.
	פרק ראשון:  תחשיב הפסוקים (חזרה והעמקה)
	סעיף א טענות אטומיות
	טענה היא פסוק שלו מותאם ערך אחד מבין שנים:  אמת ( המסומנת
	גם ב- 1 או ב- T) ושקר ( המסומן גם ב- 0 או ב- F).
	סטיה מהחומר של הקורס לדיון בנושא של לוגיקה לא סטנדרטית.
	ישנה גישה חדשה בלוגיקה הנקראת לוגיקה לא סטנדרטית
	(FUZZY LOGIC).  בגישה זו יש יותר משני ערכי אמת, כמו
	למשל נכון/ לא נכון/ אולי וכן הלאה.
	לוגיקה זו קשורה גם להסתברות וגם לאנליזה נומרית.  החלק
	הקשור לנומרית לא כוסה בשנת התשס"ב.
	להסתברות כי מתאימים לטענה הסתברות שהיא נכונה:  מספר
	בין 0 (שקר) ו- 1 .  ככל שהמספר גדול יותר ההסתברות לאמת
	גדולה יותר.
	כדי להבין את הקשר עם נומרית, נשאל את עצמנו האם מטריצה
	מסוימת הפיכה.  בלוגיקה הישנה (שבה בלבד נעסק בקורס זה החל
	מהעמוד הבא)ישנן שתי אפשרויות:  או שהמטריצה אכן הפיכה (ערך אמת 1 ) או שלא (ערך אמת 0 ).
	הדטרמיננט מאד מזכיר את ערכי האמת: det(A)=0 אם ורק אם
	המטריצה לא הפיכה.  לכן נראה כי ככל שהדטרמיננט יותר גבוה בערכו המוחלט המטריצה 'יותר' הפיכה.  מסתבר שזה מתאים לנוסחת מציאת המטריצה ההפוכה:
	כאשר המונה היא מטריצה המתקבלת מ- A  על ידי כל
	הדטרמיננטים של תת מטריצות (n-1)×(n-1) (הקרויות בלע"ז
	מינורים) כפולות בסימן (-1)I+j.  ואכן מסתבר כי ככל שהדטרמיננט קרוב יותר ל- 0 המטריצה פחות הפיכה לפחות במובן נומרי: המספר ההפכי של  det(A) הוא יותר גדול בערכו המחלט, לכן כך גם אברי A-1.  לכן מבחינה נומרית (וגם מבחינת השמוש במחשב) צריך יותר סיביות בתאים ...
	נחזר ללוגיקה רגילה שבה יש רק שני ערכי אמת.
	הערה אודות ערכי האמת.  יש טענות שקל מאד לחשב את ערכי האמת שלהן:  למשל:  1+1=2 , היום יורד גשם.  יש טענות, אפילו במתמטיקה שקשה יותר לדעת את ערכי האמת שלהן:  למשל: לכל מספר טבעי n המקים n>2, לא קימים מספרים טבעיים x,y,z כך שמתקים xn+yn=zn.  טענה זו ידוע...
	לכל מספר מרוכב  s=x+iy נגדיר את הפונקציה שהגדרה ע"י אוילר ורימן
	השערת רימן:    הנקודות בהן הפונקציה שוה ל- 0 הן כאשר  x=0.5.
	עוד דוגמאות להשערות שכרגע איננו יודעים מהו ערך האמת שלהן למרות שערך האמת שלהן קים:  תוך שני מיליארד שנים השמש תקרוס, תוך שנתים גילה וגיל יתחתנו, תוך 5 שנים יחתם הסכם שלום כולל בין ישראל והפלסטינים, בשנת התשס"ב תחול מלחמת עולם וכדומה.
	תת טענה- נתונה טענה p.  אז תת טענה של  p היא טענה  q שנמצאת בתוך הטקסט של p.
	דוגמה:  היום ירד גשם ויהיה קר.  טענה זו מכילה שתי תתי טענות:
	=qהיום ירד גשם  =rהיום  יהיה קר
	טענה אטומית- זוהי טענה שאין לה תתי טענות
	סעיף ב – קשרים לוגיים, טבלאות אמת, אלגברה בוליאנית (Boole)
	קשר לוגי פועל על כמה טענות ויוצר מהן טענה מרכבת יותר.
	דוגמה קשר החתוך (וגם, קוניונקציה,  and, ()
	החתוך של p ושל q נכון רק כאשר גם  p וגם  q נכונים.
	הקשר חתוך נתן להצגה על ידי טבלת אמת.  טבלת אמת
	מתארת את כל מצבי האמת האפשריים של הטענות p ו- q.
	יש ארבע מצבים, ולכל מצב טבלת האמת מתארת את ערך
	האמת של p(q.  להלן טבלת האמת של הקשר (.
	כל קשר ניתן ליצוג על ידי טבלת אמת.
	להלן טבלת האמת של הקשר או- דיסיונקציה,  or, (:
	ולהלן טבלת האמת של קשר השלילה,  not, (
	טאוטולוגיה, סתירה
	נסמן ב- 1  טענה שנכונה תמיד שתקרא טאוטולוגיה וב- 0 טענה שתמיד איננה נכונה ושתקרא סתירה.
	קשרים אונריים, בינריים, טרינריים וכדומה
	מדוע טבלת האמת של אחוד וחתוך כוללת 4 שורות ושלש עמודות וטבלת האמת של שלילה כוללת רק שתי עמודות ושתי שורות?  הסבה היא שהקשר שלילה פועל רק על משתנה יחיד, ואילו אחוד וחתוך פועלים על שני משתנים.  הדרך הנכונה היא להביט על הקשרים כעל פונקציות, אשר המשתנים ש...
	מספר הקשרים
	מהו מספר כל הקשרים האונריים האפשריים?  כל קשר מבוטא על ידי טבלת אמת.  קשר אונרי מבוטא על ידי טבלה בת שתי שורות ועמודות.  בעמודה השמאלית ישנם שני הערכים האפשריים של המשתנה p, ובעמודה הימנית ערכי הקשר הפועל על p.  בכל שורה
	יש אפשרות לבחר בין שני פלטים, ולכן יש 2(2=4 קשרים אונריים.
	נרכז אותם בטבלה הבאה:
	נשים לב כי F2(p)=p, כלומר הקשר  F2 הוא קשר הזהות שבו הקלט שוה לפלט.  כמו כן נשים לב כי F3(p)= (p,כלומר הקשר F3 הוא קשר השלילה.  הקשר  F1 מחליף כל טענה בטענת סתירה, ו- F4 מחליף כל טענה בטאוטולוגיה.
	כמה קשרים של שני משתנים ישנם?  לכל קשר יש 4 שורות ולכל שורה יש שתי אפשרויות, ולכן 24=16 קשרים.  ושל שלשה משתנים יש 28=256 קשרים.  סך הכל יש 2(2n) קשרים ב- n  משתנים.  רשימת כל הקשרים בשני משתנים מופיעה בדפי ההרצאה של שנה שעברה בקורס דיסקרטית של פרופסו...
	אלגברה בוליאנית  (Boole)יאנית.
	הקָשרים  (,(,( הם בעלי קְשרים ביניהם וקשרים אלו קרויים על שמו של המתמטיקאי George Boole שגלה ראשון את החוקים הבאים:
	חוקי 0 ו – 1
	לכל טענה p, 1 .   0(p=p    2 .1(p=p.   3 . (0=1   4 . (1=0
	5 . 0(p=0  6 .  1(p=1
	חוקי אידמפוטנציה
	לכל טענה p, 7 .   p(p=p     8 .   p(p=p
	חוקי שלילה
	לכל טענה  p מתקים
	9 . ( (( (p))=p  10 .   p( ((p)=1    11. p( ((p)=0
	חוקי פלוג (דיסטריבוטיביות)
	לכל טענות p,q  ו-  r  מתקים
	12 .     p( (q(r)=(p(q) ( (p(r) 13 .    p( (q(r)=(p(q) ( (p(r)
	חוקי קבוץ (אסוציאטיביות)
	לכל טענות p,q  ו-  r  מתקים (1)
	14 .   p( (q(r)=(p(q) (r   15 . p( (q(r)=(p(q) (r
	חוקי חלוף (קומוטטיביות)
	לכל טענות p ו-  q  מתקים
	16 .      p(q=q(p   17 . p(q=q(p
	חוקי דה- מורגן
	18 . ((p(q)=( (p) ( ( (q)   19 . ((p(q)=( (p) ( ( (q)
	קְשרים בין הקְשרים
	מסתבר כי 19 הקשרים המופיעים ברשימה זו כוללים באיזשהו מובן את אותן עובדות כמה פעמים.  נמחיש זאת על ידי הדוגמה הבאה.
	דוגמה
	הוכח את כלל 19 מתוך שאר הכללים.
	נביט על כלל 19 וננסה מתוך אגף שמאל להגיע לאגף ימין.
	נביט באגף שמאל של טענה 19 : ((p(q)
	לפי כלל 9 ( (( (p))=p,  וכנ"ל ל-q .  נשתמש בכך וצד שמאל של 19 יהפך להיות: ((p(q)= ([( (( (p))( ( (( (q))].
	מרוב מינוסים לא רואים את היער.  נסמן זמנית  ( (p)=a ו-
	( (q)=b.  אז הבטוי הקודם הופך להיות: ([((  a )( ((  b )]

	כעת, הבטוי בתוך הסוגרים הרבועים הופך להיות מאוד דומה לאגף ימין של כלל 18 ,  ולכן לפי כלל 18 נוכל לכתב את הבטוי שצריך להוכיח בצורה: : ([(  (a (  b )]  .
	כעת לפי כלל 9 נקבל כי הבטוי האחרון שוה ל- a (  b.  נציב חזרה את a ואת b ונקבל כי הבטוי האחרון שוה ל-   (( p) ((( q).  זהו הבטוי שאליו צריך להגיע ב- 19 .
	תרגיל בית מספר 1 להגשה בכתב תוך שבוע.
	הוכח בצורה דומה את כללים 13 , 15 ו- 17 .
	רמז: לגבי כל אחד השתמש בכלל הקודם לו במספר ובכללי דה מורגן.
	הצגת טענה על ידי עץ
	בהנתן טענה מורכבת (באם היא כתובה כהלכה), ישנו קשר יחיד שהוא הקשר האחרון של אותה טענה.  אחרי שנזהה אותו, נשים לב אם הוא אונרי, בינרי, טרינרי וכדומה.  אם הוא אונרי, יש לו צאצא שהיא טענה יותר פשוטה.  אם הוא בינרי, יש לו שני צאצאים, וכל אחד יותר פשוט.  כנ...
	נציר עץ.  השרש של העץ הוא הקשר האחרון של אותה טענה.  העלים של העץ הם תתי הטענות הקשורות לאותו קשר.  באינדוקציה, נפרק כל תת טענה לקשר ראשי שיהיה השרש של תת הטענה, ולצאצאים.
	דוגמה:  פרק את הטענה  ( [(p(q) ( (( (p( ((q)))] והצג אותה כעץ.
	פתרון
	נשים לב כי הקשר האחרון שפועל כאן הוא קשר השלילה.  זהו קשר אונרי בעל צאצא יחיד.  הצאצא שלו הוא התוכן של הסוגרים המרובעים.  הקשר האחרון של הצאצא הוא קשר האחוד היחיד המופיע בטענה.  יש לושני צאצאים, כיון שהוא בינרי.  הצאצא השמאלי הוא בעל קשר אחרון: קשר הח...
	תרגיל בית מספר 2 להגשה בכתב עוד שבוע
	פרק את הטענות המרכבות הבאות לעצים:
	1 . (( (p(((q))) ( (q( ((p))
	2 . (( ((p(q) (r)) ( ((q( ((p)) ((p(r))
	שחזור הכתיב הרגיל של טענה מתוך העץ
	בהנתן טענה הכתובה כעץ, ניתן לכתב אותה בכתיב רגיל, למשל על ידי שחזור מלמטה למעלה.  מביטים על הקשר הנמוך ביותר האפשרי, ומסמנים בסוגרים את התוצאה של הפעלתו על העלים הנובעים ממנו.  מחליפים את הקשר באותם סוגרים וממשיכים להתקדם כך מלמטה למעלה.
	דוגמה.  בטבלה הקודמת הקשר התחתון ביותר הוא קשר השלילה.  הוא פועל על עלה יחיד q.  לכן נבנה טבלה חדשה ובה נכתב במקום הקשר את כל הבטוי ((q).  את כל שאר הבטויים נשאיר כמקדם, ונקבל את הטבלה הבאה:
	כעת הקשר הנמוך ביותר הוא החתוך הימני.  נחליף אותו בטענה שהוא אחרון בה, ונקבל טבלה קטנה יותר:
	נשים לב כי בכל שלב הטבלה קטנה בגדלה, אך לעומת זאת חלק מהאיברים שלה נהיים יותר מרכבים.  בשלב הבא נציב גם במקום השלילה שמימין וגם במקום החתוך שבשמאל, ונקבל טבלה חדשה:
	כעת במקום האחוד היחיד נכתב את כל הטענה שבתוך הסוגרים הרבועים ונקבל טבלה קטנה:
	וכשלב סופי נקבל את הטענה המקורית.
	תרגיל בית מספר 3 להגשה בכתב עוד שבוע:
	המשך את תרגיל בית מספר 2 ויצר את הכתב הרגיל מתוך העץ לגבי כל טענה.
	העומק של העץ
	לאחר שטענה מסוימת נכתבה בעץ, אפשר להביט על ההגדרה הרגילה של עמק של עץ.  זהו הארך המקסימלי של שרשרת המתחילה בשרש העץ ומסתימת באיזשהו עלה של העץ.  בדוגמה הקודמת העמק הוא 5 .  שרשרת בעמק 5 מתחילה בשרש, ממשיכה למטה מהשלילה לאחוד, אחר כך ימינה מהאחוד לשליל...
	למטה מהשלילה לחתוך, אחר כך ימינה מהחתוך לשלילה, ולבסוף למטה מהשלילה לאטום q.
	'הוכחת' חוקים על ידי טבלאות אמת (תוך כדי שמוש בעץ)
	ניתן להבין בצורה עמוקה יותר את ההוכחות שנלמדו בכתה לטענות לוגיות, תוך כדי שמוש בטבלאות אמת.  נביט למשל על כלל מספר 12 , חק הפלוג של החתוך מעל האחוד: p( (q(r)=(p(q) ( (p(r) .
	נציג כל צד כעץ.  נעבר על מספר האטומים שיסומן n.  נכין 2n מקרים של ערכים על כל עלה.  נתחיל לטפס בעץ מלמטה למעלה, ובכל קדקד נחשב את הערך של הקשר על סמך הערכים של הצאצאים שלו.
	דוגמה:
	נביט שוב בחק הפלוג מספר 12 . p( (q(r)=(p(q) ( (p(r).  נציג את צד שמאל כעץ באורך 2 .
	כיון שיש בצד זה שלשה אטומים, הרי שמתאימים 8 מקרים, כלומר נכתב מתחת ל- p את הספרות:   00001111 , מתחת ל- q את הספרות
	00110011,  ומתחת ל- r את הספרות 01010101.  נתחיל לטפס ומתחת לכל קשר נרשם את תוצאתו.  קודם מתחת לאחוד ואח"כ מתחת לחתוך, ונקבל:
	כעת נכין טבלה לאגף ימין, נמלא ערכי אמת לאטומים ונטפס מלמטה למעלה ונקבל:
	וכיון שיצא אותו ערך בקשר השרש, הרי ששתי הטענות שקולות.
	תרגיל בית מספר 4 להגשה בכתב בעוד שבוע.
	הוכח על ידי טבלת אמת וגרף את החוקים:  חק הקבוץ מספר 14 ואת חקי דה מורגן מספרים 18 ו- 19 .
	כתיב פולני קדמי ואחורי
	מעבר על העץ המתאים לטענה עוזר להבין את צורת כתיבתה בכתיב פולני קדמי ואחורי.  בשתי צורות הכתיב, אין צרך בסוגרים כדי לכתב טענה, אפילו אם היא מסבכת.  בכתיב קדמי, (prefix), עוברים על פני העץ, מתחילים מהשרש, ואחריו כותבים קודם את הצאצא הימני.  כך ממשיכים ע...
	דוגמה:  נמשיך עם הדוגמה שהתחילה בעמוד 8 , ובעץ שלה בעמוד 9 .  נכתב את הטענה בכתיב פולני קדמי כך: (((pq((p(q
	נוכל גם לכתב את הבטוי בכתיב פולני אחורי, (suffix).  הפעם נתחיל שוב מהשרש של העץ, ובכל צמת אפשרי נעדיף את הצאצא הימני.  לדוגמה, עבור הדוגמה בעמודים 8 ו- 9 נקבל את ההצגה:
	pq(pq(((((
	תרגיל בית מספר 5 להגשה בכתב בעוד שבוע

	6-3-2002-03
	צורות דיסיונקטיבית נורמלית (disjunctive normal form-dnf)
	ישנה צורה נוספת לכתב כל טענה.  העץ של צורת כתיבה זו הוא בעל צורה מיוחדת:  כל הענפים העליונים הם ענפים היוצאים מתוך אחוד, כל ענפי הבינים יוצאים מתוך חתוך, אם יש מינוסים, הם נמצאים על הענפים התחתונים, ולמטה בעלים נמצאים האטומים.
	דוגמה: (1)
	נביט בטענה [((p(q)( ((r)) ( ((p( ((q)) (r)] ( ((p).  נציר אותה כעץ, ונקבל:
	כל שרשרת שנעקב אחריה, מתחילה מלמעלה על ידי אחוד אחד לפחות ואולי כמה אחודים.  אחר כך יתכנו לה חתוכים (יתכן מצב שבו אין חתוכים), ואחר כן יתכן שתהיה שלילה (ואפשרי שלא).  לבסוף כל שרשרת מסתימת באטום.
	נרשה לעצמנו להשתמש בחקי הקבוץ, ולחשוב על אחוד ועל חתוך כעל קשרים בני יותר משני משתנים.  למשל את הכלל
	(a( (b(c))=((a(b) (c) נוכל לכתוב כ- a(b(c, ולחשב עליו כעל עץ עם שרש יחיד שהוא סימן החתוך, וממנו יוצאים שלשה ענפים, אחד ל-a , אחד ל- b ואחד ל-c .  בכך נוכל לשנות את העץ המתאים לטענה.  נפסיד בכך שיהיו לנו קדקדים בני כמה צאצאים, יותר אולי מ- 2, ונרויח בכ...
	כעת, נדרוש דרישות נוספות מצורה דיסיונקטיבית נורמלית.  נדרוש שיש קשר אחוד יחיד בשרש העץ, וכן, שכל שרשרת היוצאת מהשרש חיבת לעבור דרך קשר חתוך אחד בדיוק, וכן, שלכל קשר חתוך יש אותו מספר צאצאים אל אותם אטומים ב (.  שני החתוכים מקימים את הדרישות הנוספות, כ...
	דוגמה (1)
	נביט על הטענה
	[((p(q)( ((r)) ( ((p( ((q)) (r)] ( [((p) ((((q)(r)]. טענה זו שוה לטענה של הדוגמה הקודמת בשני החלקים הראשונים שלה, אך המחובר השלישי הקרוי גם הדיסיונקט השלישי השתנה.  הצגה מתאימה על ידי עץ היא:
	זוהי דוגמה לטענה בצורה דיסיונקטיבית נורמלית.
	הבאת צורה כלשהיא לצורה דיסיונקטיבית נורמלית.
	נמשיך את הדוגמה לפני האחרונה.  שני הדיסיונקטים הראשונים הם בצורה נורמלית, אך הדיסיונקט השלישי, (p , איננו נורמלי.  כדי לשנות זאת, נרשם     (p=(p(1(1=(p((q(((q))((r(((r) )).  כעת נשים לב כי אפשר להשתמש פעמים בחקי הפלוג ולרשם:
	(p= ( p((q(((q))((r(((r) ))=[(( ( p) (q) ( (( ( p) (((q))] ((r(((r) ))= [(( ( p) (q) (r] ( [(( ( p) (((q)) ((r)] ([(( ( p) (((q)) (r] ([(( ( p) (((q)) (((r)]
	כלומר הדיסיונקט  (p הוא סכום של ארבעה דיסיונקטים נורמליים, ולכן הטענה שבדוגמה היא סכום של ששה דיסיונקטים נורמליים.
	עוד אודות הבאת צורה כלשהיא לצורה דיסיונקטיבית נורמלית.
	מהם השלבים להעברת פסוק כלשהו לצורה דיסיונקטיבית נורמלית?
	1 .  החלפת כל קשר אחר על ידי בטויו על ידי אחוד, חתוך ושלילה. (שלב זה יהיה תקף רק לאחר שנתחיל לעסק בקשרים אחרים).
	2 . הזזת ה- מינוסים פנימה לאטומים על ידי שמוש בחוקי דה מורגן.
	3 . הזזת ה- חתוכים פנימה ל  ( אטומים על ידי שמוש בחוקי הפלוג.
	4 . השלמת אטומים חסרים בדיסיונקט כמו בדוגמה הקודמת.
	נמחיש את השלבים הללו על ידי הדוגמאות הבאות.
	17-2-2002-02
	דוגמה (2)
	הבא ל- (dnf) את הטענה : x((((p(((q)) (r).
	תשובה:  שלב 1 מיותר כיון ש- אין בטענה אף קשר שאיננו אחוד חתוך או משלים.  בשלב 2 נשתמש בחוקי דה מורגן כדי להכניס את כל המינוסים אל האטומים.  יש משלים על q, והוא כבר בפנים, אבל המשלים השני נמצא בחוץ, ותוך שמוש בדה-מורגן נקבל:
	x((((p(((q)) (r)( (((p(((q))) ( ((r)( (((p)( (( ((q))) ( ((r) ((((p)( q) ( ((r)
	בשלב זה סימנו עם שלב 2 , וכל המינוסים שישנם, צמודים לאטומים.  נשים לב כי החתוך הוא השרש של הבטוי הקודם, ולצאצא השמאלי יש שרש אחוד.  לכן יש שרשרת שבה החתוך נמצא מעל האחוד.  לכן, כדי לעבר לשלב 3 , יש להשתמש בחק הפלוג, ונקבל:
	x((((p)( q) ( ((r) ( (((p) ( ((r) )( (q ( ((r))
	בשלב זה, האחוד היחיד הוא השרש של העץ, וראשון בכל שרשרת.  לכל צאצא יש שרש שהוא חתוך, ואחר כך יש לפעמים מינוסים, ולכן כעת הטענה  היא בצורה דיסיונקטיבית, בעלת שני דיסיונקטים, אבל עוד לא בצורה דיסיונקטיבטית נורמלית, כיון שלדיסיונקט השמאלי חסר האטום  (q, ו...
	D1( (((p) ( ((r) ) ((((p) (1( ((r) ) ( (((p) ((q( ((q))( ((r) ) ( (((p) (q( ((r) ) ((((p) (((q)( ((r) )
	כלומר D1 מרכב משני דיסיונקטים נורמליים.  וכעת נחשב את D2.
	D2( (q ( ((r) ) ((1 (q( ((r) ) ( (p( ((p)) ((q ( ((r) )( (p (q( ((r) ) ((((p) (q( ((r) )
	כלומר גם D2 מרכב משני דיסיונקטים נורמליים.
	לפני שנאחד את D1 עם D2, נשים לב כי הדיסיונקט (((p)(q(((r)) משותף ל- D1 ול- D2 , וכי לפי חק האידמפוטנטיות מספר 7 , אחוד של בטוי עם עצמו שוה לעצמו, ולכן נקבל:
	x( D1( D2( (((p) (q( ((r) ) ((((p) (((q)( ((r) ) ((p (q( ((r) ) ((((p) (q( ((r) ) ((((p) (q( ((r) ) ((((p) (((q)( ((r) ) ((p (q( ((r) )
	ולכן ה- dnf של x מכילה שלשה דיסיונקטים נורמליים.
	דוגמה יותר מסובכת עם פחות הסברים.
	17-2-2002-01
	הבא ל- (dnf) את הטענה : x(((((((q(((r)) (p) ((p(r)) (q).
	תשובה:  שלב 1 מיותר.  שלב 2 :
	x(((((((q(((r)) (p) ((p(r)) (q) ((((((q(((r)) (p) ((p(r)) (((q)  (  ((q(((r)) (p) ( (( (p(r)) (((q) (  ((q(((r)) (p) ( (((p)(((r)) (((q). בשלב זה יש שני חתוכים בשרש העץ, ונעבר לשלב 3 :
	x(  ((q(((r)) (p) ( (((p)(((r)) (((q) (  ((q(((r)) (p) ([(((p) (((q))((((r) (((q))] (((q(((r) ( ((p) (((q)) ( (q(((r) (((r) (((q)) ((p( ((p) (((q)) ((p(((r) (((q)).
	וכמעט סימנו את שלב שלש עם ארבעה דיסיונקטים.  אבל הראשון הוא אפס, כי הוא כולל את הבטוי q( ((q) ששוה לסתירה, וסתירה זו יש לחתוך עם טענות נוספות, ולכן, לפי חק מספר 5 , בטוי זה שוה לסתירה.  הדיסיונקט השני גם הוא מכיל q( ((q) ולכן גם הוא שוה ל- 0 .  הדיסיו...
	תרגיל בית מס 6 להגשה בכתב עוד שבוע
	הבא את שתי הטענות ב- תרגיל בית מס 5 לצורה דיסיונקטיבית נורמלית.  (על ידי אלגברה בוליאנית ולא ע"י מפות קרנו).
	משפט: קיום ויחידות ההצגה הדיסיונקטיבית הנורמלית.
	נתונה טענה שאיננה סתירה.  אז קימת לה הצגה דיסיונקטיבית נורמלית.  ההצגה יחידה במובן הבא:  אם נתונות שתי הצגות dnf
	של אותה טענה, אז אחרי סדור הדיסיונקטים ההצגות הופכות זהות. נניח כי n הוא מספר האטומים. אז מספר הדיסיונקטים השונים הוא בין 1 ו- 2n.  מספר הדיסיונקטים שוה ל- מספר ערכי 1 בטבלת האמת של הטענה.  ביחוד ל- טאוטולוגיה יש 2n דיסיונקטים, ואפשר להביט על סתירה כע...
	מתקבלת מתוך צורת dnf  של x על ידי כתיבת כל הדיסיונקטים שאינם מופיעים ב- x.
	דוגמה (3)
	הטענות x( (p(((q)) ( (p(q)  ו- (p(q) ( (p(((q)) הן זהות, ובעלות אותה צורה דיסיונקטיבית נורמלית.  זאת ניתן להבחין לאחר שמחליפים את סדר הדיסיונקטים באחת ההצגות.  אם נכין טבלת אמת עבור הטענה, יהיו בה שני 1 – ים, 1 עבור כל דיסיונקט, כפי שנראה בטבלה הבאה:

	צורה קוניונקטיבית נורמלית  (conjunctive normal form-cnf)
	ישנה צורה אחרת להצגת טענה, הדומה מאד לצורה דיסיונקטיבית נורמלית, וקרויה צורה קוניונקטיבית נורמלית.  בגדול, ההבדל הוא שבעץ ההצגה של הטענה, יש חתוך יחיד, ואח"כ כל שרשרת עוברת דרך אחוד, ואח"כ ( של אטומים.  קל למצוא את הצורה הזו מתוך הצורה הדיסיונקטיבית ה...
	דוגמה:  העבר את הטענה x( (p(((q)) ( (p(q) לצורה קוניונקטיבית נורמלית:
	תשובה: x(( ((x).  כעת נציב את (x שאותה חשבנו בדוגמה הקודמת, (x( (((p)(((q)) ( (((p)(q).  לכן, נקבל :
	x(( ((x) (( [(((p)(((q)) ( (((p)(q)] ([( (((p)(((q))] ( [( (((p)(q)] ([p( q] ( [p(((q)]..
	זוהי צורת ה cnf המתאימה ל  x.  נשים לב כי לכל 0 המופיע בטבלת האמת של x, ישנו קוניונקט אחד.
	קשרים אחרים
	עד עתה עסקנו רק בקשרים אחוד, חתוך ו- משלים.  ישנם עוד הרבה קשרים אחרים, חשובים יותר או פחות.  נגדיר אותם גם על ידי טבלאות אמת וגם על ידי אחוד חתוך ומשלים.
	קשר הגרירה  implication ,  if , (
	קשר זה מוגדר על ידי הטבלה הבאה:
	מקור השם גרירה הוא בעובדה שאם ידוע כי הגרירה נכונה, ואם ידוע כי p נכונה, אז ה מחיב או גורר שגם q תהיה נכונה.
	נשים לב על ידי טבלת אמת כי לטענה (p(q יש אותה טבלת אמת כמו לטענה p(q .  ואכן טבלת האמת  של הטענה (p(q היא:
	ולכן קבלנו את הקשר p(q((p(q .  שמוש בחוקי דה מורגן יתן גם את הקשר הבא: p(q((p(q((((((p(q)) (((p( ((q))
	קשר השקילות, הגרירה הכפולה, ,equivalence  if and only if, ↔
	נגדיר :p↔q(( p(q)(( q(p) (( (p(q)(( (q(p) וכעת נפלג את החתוכים על פני האחודים ונקבל:
	p↔q (( (p(q)(( (q(p) ((((p) (((q)) ( (((p) (p) ( (q (((q)) ( (q (p) ((((p) (((q)) ( 0 ( 0 ( (p (q) ((p (q) ( (((p) (((q))
	נשים לב כי קבלנו הצגה דיסיונקטיבית נורמלית של הטענה.
	חוקי אלגברה בוליאנית הכוללים גרירה ושקילות.
	גרירה ושקילות הם קשרים חשובים.  ישנם חוקי אלגברה בוליאנית נוספים על ה- 19 הקודמים, ונרשם אותם כאן:
	נשים לב בטבלת האמת של גרירה, כי אם הגרירה נכונה (כלומר כל השורות בטבלה למעט השלישית), ואם גם p נכונה (כלומר שורה 3 או 4), אז אנחנו חיבים להמצא בשורה 4 , ואז מתחיב כי גם  q נכונה.  בזאת קבלנו את כלל 20 .
	13-3-2002-03
	כלל 20 – modus ponens [(p(q)(p](q
	הוכחה: (p(q)(p(q(( [((p(q) (p] (q, כאשר השתמשנו פעמים בהגדרה השקולה של גרירה.  כעת נשתמש בחוק הפלוג בסוגרים המרובעים, ונקבל: (p(q)(p(q(( [((p(p )((q (p)] (q(([0((q (p)] (q (([q (p] (q  כעת נפעיל את חוקי דה מורגן על הסוגרים  ונקבל  (p(q)(p(q(([q (p] (q...
	כעת נעבר לכלל מודוס טולנס.  נניח כי p(q נכונה (כלומר כל השורות למעט השלישית), וכי q לא נכונה, כלומר שורות ראשונה ושלישית.  לכן נותרה רק השורה הראשונה.  במקרה זה p לא נכונה.
	כלל 21 – modus tolens [(p(q)(( (q)]( (p
	נעבור לכלל הבא.  נניח ונתון כי p(q וגם כי q(r.  נכונות p מחיבת לפי הגרירה הראשונה את נכונות q, וזו לפי הגרירה השניה מחיבת את נכונות r.  כלומר,  נכונות  p מחיבת את נכונות  r.  כלומר p(r נכון.  קבלנו את הטרנזיטיביות:
	כלל 22 טרנזיטיביות [(p(q)(( q(r)]( (p(r)
	נשים לב כי אם p (q היא נכונה, אז בודאי ש- p נכונה, ונקבל את כלל הפרוט.
	כלל 23 כללי הפרוט p(q ( p, p(q ( q.
	נניח כי נתון p(q, כלומר אנו לא בשורה השלישית.  אם q לא נכון אז גם p לא נכון לפי מודוס טולנס.  לכן נובע כי ((q)(((p).  אבל בהנתן הגרירה האחרונה נובע ממנה באותה צורה כי
	( ((p)( ( ((q), או p(q.  לכן שתי טענות אלו שקולות ונקבל:
	כלל 24 כלל הקונטרפוזיציה ((q ( (p) ↔ (p ( q).
	נניח כי נתונה הטענה p(q וגם נתונה הטענה (p.  אז אינטואיטיבית כיון ש- p לא נכונה  q חיבת להיות נכונה ונקבל:
	כלל 25 כלל cut [(p(q) (((p)] ( q.
	את הכלל הבא נכתב כבר ללא הספק:
	כלל 26 כלל אקספורטציה [(p(q) (r] ↔ [p( (q (r)]
	את כלל 27 הוכחנו על ידי טבלאות אמת.
	כלל 27 הגדרת גרירה [((p) (q] ↔ [p( q]
	כלל 28 הגדרת שקילות (p↔q) ↔ [(p( q) ( (q( p)]
	כלל 29 הגדרת שקילות (p↔q) ↔ [(p( q) ( (((p)( ((q))]
	תרגיל בית מספר 7 להגשה עוד שבוע
	הוכח את כל החוקים מ- 21 עד 26 ע"ס החוקים 1-19 .
	דוגמה


	הבא את הפסוק הבא לצורה דיסיונקטיבית נורמלית ולצורה קוניונקטיבית נורמלית, דרך חוקי אלגברה בוליאנית (ולא על ידי מפות קרנו).  הפסוק: x( (p(q) ↔{[(q( ((r)) ( ( (p)] (r}
	תשובה:  נעביר קודם את הבטוי לצורת dnf.  לצרך זה נעבר את ארבע השלבים של המעבר.
	שלב א:  נבטא את הגרירה והשקילות על ידי בטוים בעזרת אחוד, חתוך ומשלים:  נשתמש בחוקים 27 ו- 29 .
	נקבל לפי חוק 29 :
	x([ (p(q) ({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r}]([(( (p(q)) ((({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r})]
	ונקבל לפי חוק 27 :
	x([ (((p) (q) ({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r} ]([(( (((p) (q)) ((({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r})]
	נביט על החלק הבא של x:   y({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r}
	ונקבל:
	y({[(( (p) (q( ((r)) ] (r}({[(( (p) (q)( ((r) ] (r}({ (( (p) (q) (r}( {((r) (r}({ (( (p) (q) (r}( {0}( (( (p) (q) (r
	נביט על החלק של x: z([ (((p) (q) ({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r} ]
	ונקבל: z([ (((p) (q) ({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r}]( (((p) (q) (y
	ולכן: z( (((p) (q) (y( (((p) (q) ([(( (p) (q) (r]
	נשים לב כי:  a( (a(b) ( (a(a) (b(a(b.  נפעיל זאת על הבטוי הקודם עבור a( ((p) (q), b=r. ונקבל: z( (( (p) (q) (r.  על בטוי זה נפעיל את חוק הפלוג ונקבל: z( (( (p) (r) ((q (r).  בטוי זה הוא בצורה דיסיונקטיבית (ההיררכיה של הקשרים היא כפי שצריך), אבל לא בצו...
	(( (p) (1(r) ((1(q (r) ( z( (( (p) (r) ((q (r) ( (( (p) ((q( ((q))(r) (( (p( ((p))(q (r) ((( (p) (q(r) ((( (p) ( ((q) (r) (( p(q (r) ( (( (p) (q(r).
	עוד נשים לב כי המחובר הראשון והרביעי שוים, ולכן נוכל לותר על אחד מהם, ובכך נקבל את הצורה הדיסיונקטיבית הנורמלית של z.
	z((( (p) (q(r) ((( (p) ( ((q) (r) (( p(q (r).
	נוכל כעת להביט על החצי השני של x.
	w( [(( (((p) (q)) ((({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r})].  נשים לב כי החלק (({[(q( ((r)) ( ( (p)] (r}) הוא (y  ולכן שוה ל:
	(y(( [(( (p) (q) (r].  נשתמש בחוקי דה מורגן ונקבל :
	(y( [(p (( (q)) (( (r)].  נפעיל את דה מורגן על החלק של w שאיננו ב (y, ונקבל: .  w( (p ( ((q)) (((y) .  נסמן a( (p ( ((q)) ,ואז: w( (p ( ((q)) (((y) ( (p ( ((q)) ( [(p (( (q)) (( (r)] (a ( [a (( (r)] ((a ( a) ((a ( ( (r)) ( a ((a ( ( (r)) ( (p ( ((q))(...
	w( (p ( ((q))(( (p ( ((q) ( ( (r)) ( (p ( ((q) ((r( ((r)))(( (p ( ((q) ( ( (r)) ((p ( ((q) (r)( (p ( ((q) ( ((r) )( (p ( ((q) ( ((r))  נשים לב כי הדיסיונקט השני והשלישי שוים, ולכן נוריד אותו:
	w( (p ( ((q) (r)( (p ( ((q) ( ((r) ).  כעת נקבל את dnf(x)
	x((( (p) (q(r) ((( (p) ( ((q) (r) (( p(q (r) ( (p ( ((q) (r)( (p ( ((q) ( ((r) ).  כשלב ראשון של מציאת cnf(x), נמצא את dnf((x).  נרשם את המחוברים שאינם ב- x.
	(x( ( p(q (((r)) ( (( (p) (q(( (r)) ((( (p) ( ((q) (( (r))
	וכעת, נבצע דה-מורגן ונקבל את cnf(x).
	x( (((p)(((q) ( r) ( (p (( (q)( r) ( (p ( q ( r)
	קשר ה  xor,  (.
	נגדיר את הקשר הזה על ידי   (((↔, כלומר זהו המשלים של קשר השקילות.  לכן נקבל באופן מידי את ההצגה הדיסיונקטיבית הנורמלית של xor מתוך זו של השקילות: (( (((p) (q) ( (p(((q))

	נכתב כעת את המשלים של קסור ונקבל   (מה שכבר קבלנו)
	p↔q((p (q) ( (((p) (((q)).  כיון שיש דמיון בין הבטוי והמשלים, נקבל כי p(q(( p)↔q( p↔ (q)
	קשר ה  nand של  Schefer המסמן (
	dnf
	נגדיר    ((((, כלומר זהו המשלים של קשר החתוך.  החתוך הוא בצורה דיסיונקטיבית נורמלית, וממנו אפשר על-ידי חקי המשלים למצא את הצורה הדיסיונקטיבית הנורמלית שלו:

	קשר ה  nor המסמן (
	נגדיר    ((((, כלומר זהו המשלים של קשר האחוד. קל למצא את הצורה הדיסיונקטיבית הנורמלית שלו: (( ( (((p) (((q))

	24-02-2002-01-02
	תרגיל בית מספר 8 להגשה עוד שבוע
	בטא את כל הפסוקים של תרגיל 5 בcnf-. (אפשר מתוך ה- dnf)
	הוכחת טענות בלוגיקה פסוקית- באינדוקציה על עמק העץ


	דוגמה (4)
	נתון פסוק אשר מבוטא על ידי הקשרים ( ו- (, ומכיל לפחות קסור אחד ולפחות שני אטומים.  אז בצורה הדיסיונקטיבית הנורמלית שלו, יש מספר זוגי של דיסיונקטים.  (בצורה שקולה- בטבלת האמת שלו יש מספר זוגי של 1- - ים ו- 0 -ים).
	הוכחה
	נוכיח זאת על ידי זה שנכתב את הפסוק כעץ בעל עומק סופי, ונוכיח את הטענה באינדוקציה על העומק של העץ.
	עץ בעומק אחד:  על השורש להיות או שלילה או קסור.  אודות  הפסוק  (p הטענה לא מתיחסת, כיון שאין לו אף קסור ויש לו אטום יחיד, ולכן פסוק באורך אחד שהטענה מתיחסת אליו הוא מהצורה p(q.  לפסוק זה- קל לראות כי יש שני אחדים, ושני אפסים בטבלת האמת שלו, או מה ששקו...
	פסוק נוסף אפשרי בעומק 1 הוא הפסוק p(p.  המשפט לא מתיחס לפסוק זה כיון שיש לו רק אטום אחד.
	(הערה – למרות זאת-לפסוק זה יש טבלת אמת בת שתי שורות וכל התוצאות הן .f לכן יש לו 0 אמיתות ו- 2 מסקנות שקר.)
	נניח שנתון פסוק שהעץ שלו בגבה n.  נניח שהטענה הוכחה עבור כל עץ שהאורך שלו קטן מ - n.  נוכיח את הטענה לפסוק.  (אינדוקציה כזו קרויה אינדוקציה חזקה).   בראש העץ אפשרי שיופיעו שני קשרים:  או שלילה או קסור.
	אם שלילה, זוהי שלילה של פסוק בעל עץ באורך n-1 בדיוק, ואשר בתת הפסוק חיב להופיע לפחות קסור אחד ולפחות שני אטומים.  אז לפי הנחת האינדוקציה, יש בתת הטענה מספר זוגי של 1 ים ומספר זוגי של 0 ים.  אז השלילה תהפך פלוס למינוס ולהפך.  לכן הטענה נכונה עבור העץ ה...
	נניח כי בראש העץ מופיע קסור.  אז יש לקשר שני צאצאים:  אחד בדיוק באורך n-1, והשני באורך קטן או שוה ל-  n-1.  נפריד ל- 3 מקרים:
	תת מקרה 1: כל אחד משני הצאצאים מורכב ממינוסים בלבד.  לכן כל צאצא הוא ( של פסוק אטומי. הטענות מהצורה ((p) ( ( (p) אינן מתאימות לתנאי המשפט (למרות שהן מקימות את המסקנה כי לטענה p(p יש 0 אחדים ושני אפסים.  לטענה p( ((p) יש שני אחדים ו- 0 אפסים, לטענה ((p...
	תת מקרה 2: אחד בדיוק משני הצאצאים מורכב ממינוסים בלבד.  לכן הוא ( של פסוק אטומי.  הצאצא השני הוא פסוק המכיל מינוסים, וכן מכיל קסור אחד לפחות.
	תת מקרה 2.1:
	האטום היחיד של הצאצא בלי הקסור הוא אחד מהאטומים של הצאצא השני, ולצאצא עם הקסור יש לפחות שני אטומים.  דוגמה למקרה זה:  ((p) ( (p(q).
	במקרה זה נשנה את הטענה p, כך שתכיל את כל האטומים על ידי שנוי מהצורה p(p(1( p(( q (((q)) ( (p( q) ( (p( ((q)).  שנוי זה מביא למצב שבו לצאצא חסר הקסור, וגם לצאצא עם הקסור, יש אותם אטומים, ויש מספר זוגי של + ים ושל – ים בכל צאצא.
	תת מקרה 2.2:
	האטום היחיד של הענף בלי הקסור, זהה לאטום היחיד של הענף עם הקסור. במקרה זה הפסוק הכולל מרכב רק מאטום אחד, ומקרה זה לא נכלל במשפט.
	תת מקרה 2.3 :
	האטום היחיד של הצאצא בלי הקסור אינו אחד מהאטומים של הצאצא עם הקסור ולצאצא עם הקסור יש לפחות שני אטומים.  דוגמה למקרה זה:  ((p) ( (q(r).
	במקרה זה נשלים בצאצא שבו אין קסורים את כל האטומים של הצאצא שבו יש קסורים, ונשלים בצאצא שבו יש קסורים את האטומים של הצאצא חסר הקסורים.  כל השלמה כזו מכפילה את מספר ה-1 ים ואת מספר ה-0 ים.
	תת מקרה 2.4:
	לצאצא חסר הקסור יש אטום יחיד למשל p, ולצאצא עם הקסור יש אטום יחיד למשל q.  במקרה זה השלמת כל צאצא לצורת dnf תכפיל את מספר ה- 0 – ים וה- 1 – ים של כל צאצא.
	סכום מקרה 2 . למעט מקרה 2.2 , בכל שאר המקרים המסקנה היא שיש מספר זוגי של 0 – ים ו- 1 – ים בכל צאצא.
	מקרה 3 :  שני הצאצאים של הקסור שבשרש, מכילים בעצמם קסורים.  אם כל צאצא מכיל לפחות שני אטומים, אז יש לצאצא מספר זוגי של 0 – ים ו – 1 – ים .  אם יש צאצא עם אטום יחיד, אז ישנו אטום נוסף אחד לפחות בצאצא השני, וכשנעביר את הצאצא לצורת dnf, יהיו לו מספר זוגי...
	סכום תת מקרים 2 ו- 3:
	במקרים אלו אנו מגיעים למסקנה כי יש לנו קסור בראש העץ, וכי שני הצאצאים מרכבים מאותם אטומים וכי יש לכל אחד מספר זוגי של 0 ים ושל 1 ים.
	נוכיח כי גם בתוצאת השרש יש מספר זוגי של 0 ים ושל 1 ים.  נסמן:   2n הוא מספר כל הדיסיונקטים האפשריים על סמך האטומים של הפסוק, 2k הוא מספר הדיסיונקטים בצאצא הראשון, 2m הוא מספר הדיסיונקטים בצאצא השני, r הוא מספר הדיסיונקטים המופיעים גם בצאצא הראשון וגם ...
	2k-r+2m-r=2k+2m-2r
	כלומר, יש מספר זוגי של 1 – ים בטענה הגדולה.  מספר ה- 0 –ים הוא:   2n-(2k+2m-2r) וגם זה מספר זוגי.  לכן הוכחנו את מה שרצינו.
	מסקנה

	אי אפשר לבטא את הקשרים : (, ( ( , (,(, על ידי שמוש במינוסים ובקסורים בלבד, כיון שבטבלת האמת שלהם יש מספר אי זוגי של 0 ים ושל 1 ים.
	3-3-2002-02
	מערכת שלמה של קשרים

	קבוצה של קשרים תקרא מערכת שלמה של קשרים, אם ניתן באמצעותה לבטא כל קשר.
	דוגמה:  {(,(,(} היא מערכת שלמה של קשרים, שבאמצעותה בטאנו כל קשר אחר, ובאמצעותה הגדרנו אלגברה בוליאנית.
	דוגמה:  ראינו כי {(,(} איננה מערכת שלמה של קשרים
	ומצאנו חמישה קשרים שאי אפשר לבטא על ידם.
	דוגמה:  נבדק כי  {(,(} היא מערכת שלמה של קשרים.  ואכן:
	p(q((( ((p))( (( ((q)) (( [((p)) (  ((q)] כלומר בטאנו פסוק זה על ידי אחוד ומשלים.  כל קשר אחר המבוטא על ידי אחוד חתוך ומשלים יצליח להיות מבוטא על ידי אחוד ומשלים.
	קשר אינטואיטיבי עם אלגברה לינארית
	הדוגמה האחרונה מזכירה קצת את המושג של בסיס או קבוצה יוצרת במרחב וקטורי.  אם קבוצה A יוצרת קבוצה B שיוצרת את כל המרחב, אז A יוצרת את כל המרחב.
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	I. הוכח שעל ידי קשר ה- nand  אפשר לבטא את קשר השלילה.
	II. הוכח שעל ידי קשר ה- nand  אפשר לבטא את קשר החתוך.
	III. הוכח כי קשר ה- nand  מהוה מערכת שלמה של קשרים.
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	הבט על אוסף התרגילים באתר של ד"ר סמי זעפרני והגש בכתב את התרגילים הבאים  מתוך קבץ תרגילים מספר 1 שבאתר:  תרגיל 1, כל הסעיפים שמספרם מתחלק ב- 3 , תרגילים 3-5 כל האי- זוגיים בכל תרגיל, תרגילים 6-8 , תרגיל 12 .
	3-3-2002-01
	הוכחה לוגית על ידי טעונים תקפים
	נתונה קבוצת פסוקים A={φ1, φ2,…, φn}, ופסוק נוסף ψ.  נגיד כי ψ מוכח (יכיח) מ- A , אם יש טעון תקף המשתמש בפסוקים של A ומגיע לפסוק ψ.  נסמן זאת A ├ψ.  טעון תקף הוא טעון המשתמש בחוקי האלגברה הבוליאנית 1-27 .  אסור בטעון תקף להשתמש בטבלאות אמת.  נשים לב כי...

	הגדרה זו משתמשת בתחביר של הפסוקים כלומר בעצים של הפסוקים ובמקום של הקשרים, אך לא במשמעות האמיתית של הפסוקים, כיון שלא נתנו משמעויות לאטומים p,q, וכדומה.
	דוגמה (5)
	מצא טעון תקף עבור {p((((q) (r),p,q} ├r.  נשים שוב לב כי אין צרך לדעת מהן המשמעויות של האטומים :   p,q,r, כדי להסיק את נביעת הפסוק מהמערכת על ידי טעון תקף:
	תשובה:  נרשם ונמספר את הפסוקים הנכונים, את מה שצ"ל, ונתקדם שלב שלב תוך כדי שמוש בחוקים של אלגברה בוליאנית, אותם נצטט.
	1.  p((((q) (r)
	2. p
	3. q
	---------------
	צ"ל  r

	5.q(r  4,          ( 27)
	6.   r  5,3 , (MP)
	ומצאנו טעון תקף.
	17-3-2002-03
	'הוכחה' אחרת
	למרות שהוכחה פורמלית של טעונים תקפים אינה יכולה להסתמך על טבלאות אמת, נדגים באמצעות טבלת אמת את אותה הוכחה.
	מהן השורות שבהן גם p  גם q  וגם p((((q) (r) נכונים?  רק השורה השמינית.  במקרה זה גם  r נכון.
	הוכחה פורמלית אחרת
	נשתמש בחוקי אלגברה בוליאנית אחרים.  קודם נציג את מה שצ"ל בצורה הבאה:  כיון שנתונים שלשה פסוקים נכונים, אז חתוכם נכון, והוא חיב לגרר את המסקנה: [[p((((q) (r)] ((p(q)] (r.  כעת נוכיח כי הפסוק הזה הוא טאוטולוגיה על ידי חוקי אלגברה בוליאנית.  נציג כל גריר...
	[[p((((q) (r)] ((p(q)] (r( (( [[p((((q) (r)]) ((p(q)]) (r(
	( (( [p((((q) (r)]) ( (((p)(((q)) (r( (((((p)(((q)) (r)) ( (((p)(((q)) (r(((a) (a(1
	כאשר a היא הטענה (((p)(((q)) (r.
	10-3-2002-02
	דוגמה (6)
	מצא טעון תקף עבור  {[(p (q) (r], (r,q} ├(p.
	((  תשובה
	1. (p (q) (r
	2. (r
	3.q
	--------------
	צ"ל  (p
	4. (r(( p (q  (contraposition(24))
	5. ( p (q  (MP)
	6. ((p) ( ( (q),5, (De Morgan(19))
	7. q( ((p),(27)
	8. (p, 3,7 (MP)
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	עבור כל אחת מהמערכות הבאות, הצג טעון תקף:
	{[(p (q) (r], p,q} ├  r
	{[(p (r) ((q(r)], r,p} ├ q
	10-3-2002-01
	פסוק שלא נובע מתוך קבוצת פסוקים (╞
	שאלה

	ψ= q↔ s.  נסמן . A={φ1, φ2, φ3}
	I. בדק את הטענה A╞ ψ על ידי מעבר על טבלת אמת. (הוכחה משמעותית).
	II. אם הגעת למסקנה כי א מתקים, מצא הוכחה תחבירית ל- טענה, כלומר הוכח כי A ├ψ.
	תשובה:  טבלת האמת תכיל 16 שורות של ערכי אמת ו- 13 עמודות, כלומר גם הוכחה משמעותית יכולה להיות ארוכה.
	וכעת נביט על כל השורות שבהן כל אברי A נכונים.  האם בכולן גם ψ נכונה או שבאחת מהן היא איננה נכונה.  אלו רק שורות 11 ו- 14 ובשתיהן גם ψ נכונה.  לכן לפי הוכחה משמעותית, אכן A╞ ψ.  עבור סעיף ב עלינו למצא הוכחה תחבירית לעובדה זו.
	20-3-2002-03
	1. p( (q↔ ((r))
	2. p( (((s) ( r)
	3. (p( s) ( (r
	------------------------
	צ"ל q↔ s
	(פרוט4. P,  2(23
	(פרוט5. ((s) ( r, 2(23
	( 6.q↔ ((r), 4,1(MP
	7. p( (s ( (r), 3, (export)
	8. s ( (r, 4,7, (MP)
	9. ((r) ( s, 5,  (24=contraposition)
	(הגדרת השקילות10. q( ((r), 6,(
	(הגדרת השקילות)11. ((r)( q, 6,
	12. q( s, 10,9 (transitivity)
	13. s( q, 8,11 (transitivity)
	(הגדרת השקילות) 14. q↔ s, 12,13,
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	חזור על הדוגמה הקודמת עבור:
	ψ= r↔ s.
	ψ= r↔ s. (1)
	17-3-2002-02
	משפט הדדוקציה

	1. p( (q↔ ((r)) (1)
	2. p( (((s) ( r) (1)
	3. (p( s) ( (r (1)
	4. q
	------------------------ (1)
	צ"ל s
	(פרוט5. P,  2(23
	(פרוט6. ((s) ( r, 2(23
	( 7.q↔ ((r), 5,1(MP
	(הגדרת השקילות8. q( ((r), 7,(
	9. (r,   8,4, (MP)
	10. ((r) ( s, 6,  (24=contraposition)
	11. s,  9,10, (MP)
	1. p( (q↔ ((r)) (2)
	2. p( (((s) ( r) (2)
	3. (p( s) ( (r (2)
	4. s
	צ"ל q
	(פרוט5. P,  2(23 (1)
	6. p( (s ( (r), 3, (export)
	7. s ( (r, 5,6, (MP)
	(הגדרת השקילות)10. ((r)( q, 9,
	נשים לב כי כל חצי הוכחה קצת יותר קצרה מההוכחה המלאה, וכי בעצם בכל חצי הוכחה השתמשנו בחלק אחר של ההוכחה המלאה.
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	1. p( (q↔ ((r)) (3)
	2. p( (((s) ( r) (3)
	3. (p( s) ( (r (3)
	------------------------ (2)
	צ"ל q↔ s (1)
	4.q↔ ( (s) (PBC)
	(פרוט5. P,  2(23 (2)
	(פרוט6. ((s) ( r, 2(23 (1)
	( 7.q↔ ((r), 5,1(MP (1)
	8. p( (s ( (r), 3, (export)
	9. s ( (r, 5,8, (MP)
	10. ((r) ( s, 6,  (24=contraposition) (1)
	(הגדרת השקילות11. q( ((r), 7,(
	(הגדרת השקילות)12. ((r)( q, 7,

	(הגדרת השקילות13. q( ((s), 4,(
	(הגדרת השקילות)14. ((s)( q, 4,
	15. s( ((s) ,9,12,13 (transitivity)
	16. ((s) ( s, 14,11,10 (transitivity)
	(הגדרת השקילות) 17. ((s) ↔ s, 12,13,
	17-3-2002-01
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	רזולוציה
	כלל 30 עקרון הרזולוציה  [(a(b) ( (((a) (c)] ( (b(c)
	פתרון שני על סמך רזולוציה

	דוגמה
	א. נתונות הטענות: φ1=p( (r↔ ((s)), φ2=p( [q( (s( t )],
	φ3=(q( r)( ((t ), , . ψ =t↔ ((r)
	ב. נתונות הטענות הבאות: φ1=p( (q(r(s), φ2= q( (p(r(s),
	φ3=(r( s)( ((q ), , . ψ =((p)

	הוכח באמצעות רזולוציה כי {φ1, φ2, φ3} ├ ψ.
	בזאת בטאנו את φ1 כחתוך של אחודים של ( אטומים.  זו כמעט צורה קוניונקטיבית נורמלית, למעט העובדה ש- לא כל ( אטום מופיע בכל קוניונקט.  למשל הקוניונקט הראשון מכיל רק את האטום p אך לא את שאר האטומים r,s,t.
	אי תלות של פסוק בקבוצת פסוקים
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	חזור על הדוגמה הקודמת עבור 8 ψ  ים שונים:
	ψ =a, ψ =b, ψ =c, ψ =d , ψ =b(a, ψ =b(c, ψ =(b(c) (a ,
	ψ =b(d
	תחשיב היחסים- (פרדיקטים).
	נביט בטעון הבא:
	כל תלמיד אוהב מבחנים קלים.  קרעכצען הוא תלמיד.  לכן קרעכצען אוהב מבחנים קלים.
	ברור לנו אינטואיטיבית כי הטעון הוא טעון תקף, וכי נעשה כאן שמוש במודוס פוננס, אבל פורמלית, כדי להשתמש במודוס פוננס, עלינו להשתמש בכלל :  אם קרעכצען הוא תלמיד אז הוא אוהב מבחנים קלים.  אין לנו כזו צורת מעבר בתחשיב הפסוקים, ולכן אנו צריכים ללמוד את תחשיב...
	הכמתים לכל  x  ( וקים x  (
	בתחשיב היחסים ישנם שני כמתים חדשים לכל x המסומן על ידי ( וקים x המסומן על ידי (.  הכמתים הללו ניתן להביט עליהם כעל קשרים עם תכונות מיוחדות. כל כמת יחשב כקשר בעל צאצא יחיד.
	10-4-2002-03
	נחזור אל הדוגמה הקודמת.  נסמן ב- סימון Tx את התכונה ש-  x הוא תלמיד, ב- Mx  את התכונה ש-x  אוהב מבחנים קלים, ובאות k  את הבן אדם ששמו קרעכצען.  אז הטעון: כל תלמיד אוהב מבחנים קלים.  קרעכצען הוא תלמיד.  לכן קרעכצען אוהב מבחנים קלים, ירשם כך:
	.(x,(Tx (Mx).1
	.Tk.2
	.Mk.3
	נשים לב כי הבטוי Tx הוא יחס (חד מקומי) על כל העצמים האפשריים, ומבדיל בין כל העצמים סתם (העולם), ובין כל העצמים שהם תלמידים.  באותה צורה Mx הוא יחס חד מקומי על העולם, ומסמן את כל העצמים שהם אוהבי מבחנים קלים.
	דוגמה (7)
	כל הבנים הם חזקים.  כל הבנות הן יפות.  כל ח זק אוהב כל יפָה.  לכן כל בן אוהב כל בת.
	נביט על טעון זה, ונרשום אותו בסימונים.  קודם כל נסמן את כל היחסים אותם שמים בעולם שלנו:

	.(x,(Bx (Hx).1
	. (x,(Gx (Yx).2
	. (x(y,((Hx (Yy) (Ox,y).3
	. (x(y,((Bx (Gy) (Ox,y).4
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	מודלים אפשריים לפסוקים
	נביט בפסוק:  אם יורד גשם אז מעונן.  נסמן יורד גשם=p , מעונן= q , אז הפסוק הופך להיות  p(q.  כעת נביט בפסוק:  אם היום יום ראשון, אז היום יום שני.  נסמן היום יום ראשון=p , היום יום שני= q , אז הפסוק הופך להיות  p(q. לשני הפסוקים השונים הללו (ושונים בערכ...

	.(x,(Tx (Mx).1 (1)
	.Tk.2 (1)
	.Mk.3 (1)
	כל מי שלומד תורה אוהב מצוות, קיש לומד תורה, ולכן אוהב מצוות.  נסמן ב Tx את התכונה ש-  x לומד תורה, ב- Mx  את התכונה ש-x  אוהב מצוות, ובאות k  את הבן אדם ששמו קיש.  אז הטעון הקודם ירשם על ידי אותו סימון.  אין דרך מתוך הסימון לברר מיהו הטעון המקורי.
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