
 דף נוסחאות עבור המבחן בנומרית:
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 נוסחת שארית לגרנז עבור פולינום טיילור:
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 נוסחת ישר האינטרפולציה:
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 שיטת לגרנז למציאת פולינום האינטרפולציה
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 הנוסחה שעליה מסתמכת שיטת נוויל
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 ינטרפולציה:נוסחת שארית לגרנז לפולינום הא
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 נוסחת סכום רימן:
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 נוסחת השגיאה של סכום רימן בעל קטעים שוים, ונקודת בינים בשמאל
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 הטרפז עבור קטעים שוים נוסחת סכום
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 נוסחת השגיאה בשיטת הטרפז:
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 זוגי(: n=2mקטעים שוים  ) nשיטת סימפסון עם 
 

n

ab
hbfhkhafkhafaf

h m

k

m

k


  









)),()2(4)2(2)((
3

1

1

1

0

 

 
 שגיאה בשיטת סימפסון:
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 שיטת החציה:

 

0,b0a. ,00>( -כך ש נקודות שנקבעו בנחוש)f(b0f(a בהנתן  .n,bna  נקודות

.  אם בטוי זה שוה  nf(c(, ונביט על  anc)=2n+bn/(עם אותן הנחות, נגדיר 

.  cn+1,bn+1[a]=[n,bn[, או,  a]an+1,bn+1]=[n,cn[סימנו, ואם לא אז  0-ל
 .  0n+1)f(bn+1f(a>(-הדבר נקבע כך ש 

 
 )המשיק(:-שיטת ניוטון רפסון

0x. בעה בנחוש.  אז נקודה שנק)n=g(xn+1x כאשר ,f(x)/f'(x)-g(x)=x 
 

 שיטת המיתר:

1,x0x.  נקודות שנקבעו בנחוש, אז 
 

)()(

)()(

)()(

)()(

1

11

1

11
1




















nn

nnnn

nn

nnnn
n

xfxf

xfxxfx

xfxf

xfxxfx
x 



 
 (l→nxמהירות ההתכנסות של שיטת נקודות שבת  )ההתכנסות רק אם 

)(')('1 lgcg
e

e
nn

n

n  




 

 

 

 ומריתנאנליזה מבחן אמצע ב  17-12-2004 ההתשס" טבת ה, ויום 
 

 
 

 מורה: גיורא דולה.  מתרגל: רענן שכטר.

 
 מצורפים דפי נוסחאות.  מותרים מחשבונים.  

 
 משך המבחן הוא שעתים וחצי.  

 

.  סופית בלבדתשובה  לכתובהתשובות לשאלות הן בטופס המבחן.  יש 
 מחברות המבחן לא תבדקנה.

 
 

 

 
 . 80הציון המקסימלי הוא במבחן 

 
 16בת  3-סעיפים ו 13בת  2סעיפים,  9בת  1ה שאלות.  שאל 3במבחן 

 סעיפים.

 
 נקודות. 6שוה  9סעיף  1שאלה 

 
 . 2x37=74    ,74+6=80נקודות, סה"כ  2כל סעיף אחר שוה 

 

 בהצלחה.
 

 
 

 א --טור

 



 . =xef(x))2(הבט בפונקציה      . 1
 

 .  תשובה: f(0)א.  חשב את 
 

 .  תשובה: f'(0).  חשב את ב

 
 .  תשובה: f''(0).  חשב את ג

 .  תשובה: f'''(0).  חשב את ד
 

 .  תשובה: f)4()0(.  חשב את ה

 
 .  תשובה: f)5()0(ו.  חשב את 

 
 .  תשובה: f)6()0(ז.  חשב את 

 

 כולל.   6עד סדר  fח. כתוב את פתוח מקלורן של 

 
 תשובה:

 

 . fט.  על סמך נחוש כתוב את פתוח מקלורן הכולל של 
 

 תשובה:
 

 

 טור א  1שאלה תשובה ל
 

.)2(xef(x)= נגזר ונקבל  f'=2xf  נגזר ונקבל  .f22f+4xf''= .   נגזר ונקבל
f3f=12xf+8x3f'''=4xf+8xf+8x   נגזר ונקבל  .

f4f+16x2f=12f+48x4f+16x2f+24x2=12f+24x(x)(4)f .  :וכן 

f5f+32x3f =120xf+160x5f+32x3f+64x3(x)=24xf+96xf+96x)(5f . 
f  6f +64x4f+160x4f+320x2f+480x20x(x)=120f+24)(6f

  f6+64xf4xf+4802120f+720x= 
,f f'''(0)=0,f(0)=1,f'(0)=0,f''(0)=2(4),12=(0) נציב ונקבל: f)0=(1נזכר כי 

120)=0()6(f (0)=0,)(5f   :ולכן נקבל חלק מטור מקלורן 

 
 /6+…=6/2+x4+x21+x/720+…=6/24+120x4/2+12x2x2f~1+

+…/63)2x(/2+2)2+(x)2(x+1 
 



.   2xמציבים  xכאשר במקום המשתנה  xeנשים לב כי זהו טור מקלורן של 
 לכן נקבל את ההצגה:  לכן נקבל את הטור כלו:
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 ב --טור

 

 . =x-ef(x))2(.  הבט בפונקציה     1
 

 .  תשובה: f(0)א.  חשב את 
 

 .  תשובה: f'(0)ב.  חשב את 

 
 .  תשובה: f''(0)ג.  חשב את 

 
 .  תשובה: f'''(0)ד.  חשב את 

 

 .  תשובה: f)4()0(ה.  חשב את 
 

 .  תשובה: f)5()0(ו.  חשב את 
 

 .  תשובה: f)6()0(ז.  חשב את 

 
 כולל.   6עד סדר  fח. כתוב את פתוח מקלורן של 

 
 תשובה:

 
 . fט.  על סמך נחוש כתוב את פתוח מקלורן הכולל של 

 
 תשובה:

 

 
 בטור   1לשאלה תשובה 



 
.)2(x-ef(x)=   2נגזר ונקבלxf-f'=  נגזר ונקבל .f22f+4x-f''=  נגזר ונקבל  .

f38x-f=12xf38x-f'''=4xf+8xf  .                          נגזר ונקבל
f4f+16x248x-f=12f4f+16x224x-f224x-(x)=12f(4)f כן:ל.  ו 

f532x-f360x120xf+1-f =532x-f3f+64x396xf+96x-24xf-(x)=)(5f . 
-            f  =6f +64x4160x-f4320x-f2f+480x2120f+240x-(x)=)(6f

  f6f+64x4480x-f2120f+720x 
=f 2,f'''(0)=0,-f(0)=1,f'(0)=0,f''(0)(4),12=(0) נציב ונקבל: f)0=(1נזכר כי 

120-)=0()6(f (0)=0,)(5f   :ולכן נקבל חלק מטור מקלורן 

 
-1    /6+…=6x-/24+x2x-/720+…=16120x-/244/2+12x22x-f~1

+…/63)2(x-/22)2)+(x2(x 
 

 -2xמציבים    x כאשר במקום המשתנה  xeנשים לב כי זהו טור מקלורן של 
 .  לכן נקבל את הטור כלו:  לכן נקבל את ההצגה:
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 טור א

 
 הבט בפונקציה.  2

 

3f x
 

 

וסמן  . f(1)=1,f(8)=2מ:   חשב את פולינום האינטרפולציה המתקבל  א. 
 . pאותו 

 

 =pתשובה:                                                                                
 



  יש ערך מוחלט מקסימלי. f-p-שם ל aומצא את הנקודה  f-p חקור את ב.  
 לא שלמה. aלא להבהל אם 

 
  =aה:                                                                               תשוב

 

 .[1,8]בקטע  f-pב, חערך את  -כהמשך לג.   
 

 
 . ≥|f-p|                                                                    תשובה:  

 

 =''f                                             תשובה:                  . ''fד.   חשב את 
. 

 
עבור פולינום האינטרפולציה,  Lagrangeה.  השתמש בנוסחת השארית של 

 (. c(x)בלבד )בלי  xכפונקציה של  |f-p|והערך את 

 
 תשובה:                                                                                      

|f-p|≤ 
שעבורו היא מקבלת  aבסעיף ה, ומצא שקבלת  xו.  חקור את הפונקציה של 

 . =aתשובה:                                  מקסימום בערכה המוחלט:
 

עבור פולינום האינטרפולציה,  Lagrangeהשתמש בנוסחת השארית של   ז.
 על ידי קבוע. |f-p|והערך את 

 

                                                                     תשובה:                  
|f-p|≤ 

 

 . fית של  n-כתוב את הנגזרת הח.    

 
                                                                                         תשובה:

=(n)f 
 

 

עבור הנקודות  טרפולציהזו, יצרנו פולינום אינ fנניח כי עבור   ט.

=8na<…, <,2a<1a<=10a  נסמן פולינום זה על ידי  .np .   השתמש בנוסחת
בלבד  nושל  xכפונקציה של   |np -f|והערך את  Lagrangeהשארית של 

 פעמים. 3להופיע בבטוי  nעל   (. c(x))בלי 
 



|f-                            תשובה:                                                          

≤|np 
 

 

 nכפונקציה של   |np -f|השתמש בבטוי של הסעיף הקודם, והערך את   י.  
 פעמים. 4להופיע בבטוי  nעל   בלבד.

 
|f- תשובה:                                                                                     

≤|np 
 

 
 nיכיל את חסם שמצאת בסעיף י,  על ידי אי שויון, כך שפשט את היא.    

 בשני מקומות בדיוק.

 
|f- תשובה:                                                                                     

≤|np 
 

משתנה לנתון  8na…, =,2=,a1=1,a0a=יב.  נניח כי בסעיף ט הנתון 

=1.728na…, =,2=,a1=1,a0a  .   כתוב את התשובה של סעיף יא תחת

 ההנחות החדשות:
 

 
|f- תשובה:                                                                                     

≤|np 
 

 
 |np -f|0.001≥ מתקים כי   n>Nעבור -כך ש Nיג.  מצא 

 

 טור א 2תשובה לשאלה 
 

 
 

ואכן אם  1=(x-1)/7+1=(x+6)/7+(8-1)/(x-1)ישר האינטרפולציה הוא א. 

 . f-נקבל את אותם ערכים כמו ב x=1,8נציב בו את 
 

  אז  . R'>0.  נמצא מתי ='x R)-3/2( /1/7-3אז   .=7-(1/3)p=x-fR/(x+6).  ,גב
0>1/7-3/ )3/2-(x  3/7או> )3/2-(x   7/3או< )3/2(x        או)7/3( )3/2<(x  או

1<x<3.56 בקטע זה  .f ואח"כ יורדת, ומכיון שבקצות הקטע  ה,עולf=0 



)7/3()1/2(-)   יש שגיאה מכסימלית.  ערך השגיאה הואברור כי בנקודה זו 

0.159=1.367-1.526~7)/6+)3/2( )7/3(   
 

ולכן ערך המקסימום  ]1,8[זוהי פונקציה יורדת בקטע .  )=''x-f(2/9)-5/2(. ,הד

 לכן  . 2/9ושוה בערכו המוחלט  x=1נמצא כאשר שלה 
|f-p|≤(2/9)(x-1)(x-8)/2!. 

 
.  זוהי פרבולה צוחקת, ונקודת המינימום שלה היא  (x-8)(x-1)ו,ז.  נביט על 

-f|ולכן,  4/(49-)אז ערכה הוא                               .   x=9/2כאשר 

p|≤(2/9)(49/4)/2=(49/36)~1.36 
 
עלינו להציב את הנגזרת   .n3/)4/3-(3n-4)x-n(3*…1*2*5*)+1(n1)-=()(nf.  ,טח

 [1,8]היא פונקציה יורדת בקטע  x.  כמו כן, כל חזקה שלילית של  (n+1)-ה
 .  לכן נקבל: 1ולכן ערכה המוחלט המקסימלי הוא 

 
!(n+1)n+18)/3-a1)…(x-1)(x-1)(x-1*5*8*…*(3n≤|np -f| 
 

 ונקבל  ונציב בבטוי הקודםx-ai|≤7|נעריך   י, יא

 

!(n+1)n+13/n+17*1)-n(31*5*8*…≤|np -f|  . 
 

נכתב חלק מהמונה והמכנה ים,  nכך שיופיעו בו פחות  כדי להעריך בטוי זה
 כך:

 

n+1)3(/n+11)/3n)7-n*(8/3*3)*…*((31*(5/2*3)≤|np -f| נשים לב כי  .
נוכל לרשום  וכן מכפלתם, ולכן 1-כל השברים הפשוטים הם כמעט שוים ל

יון הבא, שהוא מדויק פחות אך גם במקום אי השויון הקודם, את אי השו
 מסבך פחות:

 
/3(n+1)n+17≤|np -f| 

 
ולכן נקבל  x-ai|≤0.728|נעריך , אז  [1,1.728]יב.  אם הקטע השתנה ל 

 את הבטוי:

 
/3(n+1)n+1(0.728)≤|np -f| 

 



 -השקול ל )n+1)0.728/(n+1)3 0.001≥  יג.  נביט על אי השויון 
n+1 )..(1.37 (n+1)=n+1 n+1)/(0.728)(≤3/0001 נציב כמה ערכים של  .n  עד

 .n+1  10`≤n≥11  שנקבל:
 

 

 
 טור ב

 
 .  הבט בפונקציה2

 

3 2f x 

 

. וסמן  f(1)=1,f(8)=4א.  חשב את פולינום האינטרפולציה המתקבל   מ: 

 . pאותו 
 

 =p                        תשובה:                                                        
 

 יש ערך מוחלט מקסימלי. f-p-שם ל aומצא את הנקודה  f-pב.  חקור את  

 לא שלמה. aלא להבהל אם 
 

  =aתשובה:                                                                               
 

 .[1,8]בקטע  f-pב, חערך את  -ג.   כהמשך ל

 
 

 . ≥|f-p|                                                                      תשובה:
 

 =''f.  תשובה:                                                              ''fד.   חשב את 

. 
 

עבור פולינום האינטרפולציה,  Lagrangeה.  השתמש בנוסחת השארית של 
 (. c(x)בלבד )בלי  xקציה של כפונ |f-p|והערך את 

 

תשובה:                                                                                       
|f-p|≤ 



שעבורו היא מקבלת  aשקבלת בסעיף ה, ומצא  xו.  חקור את הפונקציה של 
 . =aמקסימום בערכה המוחלט:  תשובה:                                

 
עבור פולינום האינטרפולציה,  Lagrangeז.  השתמש בנוסחת השארית של 

 על ידי קבוע. |f-p|והערך את 

 
תשובה:                                                                                       

|f-p|≤ 
 

 . fית של  n-ח.    כתוב את הנגזרת ה
 

                                                                         תשובה:                
=(n)f 
 

 

זו, יצרנו פולינום אינטרפולציה עבור הנקודות  fט.  נניח כי עבור 
=8na<…, <,2a<1a<=10a   נסמן פולינום זה על ידי  .np  השתמש  .

ושל  xשל כפונקציה   |np -f|והערך את  Lagrangeבנוסחת השארית של 
n  בלי( בלבדc(x) .)  עלn  פעמים. 3להופיע בבטוי 

 

|f- תשובה:                                                                                     

≤|np 
 

 

 nכפונקציה של   |np -f|י.  השתמש בבטוי של הסעיף הקודם, והערך את   
 ם.פעמי 4להופיע בבטוי  nעל   בלבד.

 
|f- תשובה:                                                                                     

≤|np 
 

 
 nיא.    פשט את החסם שמצאת בסעיף י,  על ידי אי שויון, כך שיכיל את 

 בשני מקומות בדיוק.

 
|f-                            תשובה:                                                          

≤|np 
 



משתנה לנתון  8na…, =,2=,a1=1,a0a=יב.  נניח כי בסעיף ט הנתון 
=1.728na…, =,2=,a1=1,a0a   כתוב את התשובה של סעיף יא תחת  .

 ההנחות החדשות:
 

 

|f-         תשובה:                                                                             

≤|np 
 

 

 |np -f|0.001≥ מתקים כי   n>Nעבור -כך ש Nיג.  מצא 
 

 ב  טור 2תשובה לשאלה 
 

 

 
הוא                                                               א. ישר האינטרפולציה 

3(x-1)/(8-1)+1=3(x-1)/7+1=(3x+4)/7  ואכן אם נציב בו אתx=1,8  נקבל
 . f-ים כמו באת אותם ערכ

 

.   R'>0.  נמצא מתי ='x2 R)-3/1( /7/3-3.  אז 2p=x-R=f)/(3x+4-3)7/(ב,ג.  
 x)>14/9( 3או        x)3/1( >14/9או   x)-3/1( <9/14או  x2)-3/1( /7/3-3<0אז  

 f=0עולה, ואח"כ יורדת, ומכיון שבקצות הקטע  f.  בקטע זה x<3.76>1או 
)14/9(2-)3 כסימלית.  ערך השגיאה הוא  ברור כי בנקודה זו יש שגיאה מ

0.9758=2.184-3.16~7)/+43 )14/9(   
 

 
ולכן ערך המקסימום  ]1,8[.  זוהי פונקציה יורדת בקטע )=''x-f(2/9)-2/4(ד,ה. 

 .  לכן 2/9ושוה בערכו המוחלט  x=1שלה נמצא כאשר 
|f-p|≤(2/9)(x-1)(x-8)/2!. 

 

ולה צוחקת, ונקודת המינימום שלה היא .  זוהי פרב (x-8)(x-1)ו,ז.  נביט על 
-f|ולכן,  4/(49-).                                אז ערכה הוא  x=9/2כאשר 

p|≤(2/9)(49/4)/2=(49/36)~1.36 
 

 
.  עלינו להציב את הנגזרת n3/)3/5-(3n-)x5-n…*(31*1*4*)+1(n1)-=()(nfט.  ח.

 [1,8]ונקציה יורדת בקטע היא פ x.  כמו כן, כל חזקה שלילית של  (n+1)-ה
 .  לכן נקבל: 1ולכן ערכה המוחלט המקסימלי הוא 



 
!(n+1)n+18)/3-a1)…(x-1)(x-)(x2-1*4*7*…*(3n≤|np -f| 
 

 ונציב בבטוי הקודם ונקבל x-ai|≤7|י, יא  נעריך 

 
!(n+1)n+13/n+17)*2-n1*4*7*…(3≤|np -f|  . 

 
כתב חלק מהמונה והמכנה ים, נ nכדי להעריך בטוי זה כך שיופיעו בו פחות 

 כך:

 
3(n+1)/n+1)/3n)72-n1*(4/2*3)*(7/3*3)*…*((3≤|np -f| נשים לב כי  .

וכן מכפלתם, ולכן נוכל לרשום  1-כל השברים הפשוטים הם כמעט שוים ל
במקום אי השויון הקודם, את אי השויון הבא, שהוא מדויק פחות אך גם 

 מסבך פחות:

 
/3(n+1)n+17≤|np -f| 

 

ולכן נקבל  x-ai|≤0.728|, אז נעריך  [1,1.728]ם הקטע השתנה ל יב.  א

 את הבטוי:
 

/3(n+1)n+1(0.728)≤|np -f| 
 

 -השקול ל )n+1)0.728/(n+1)3 0.001≥יג.  נביט על אי השויון   
n+1 (1.37..) (n+1)=n+1 n+1)/(0.728)(≤3/0001 נציב כמה ערכים של  .n  עד

 .n+1  10≤n≥11שנקבל:  

 
 

 טור א 3שאלה 

 
 ]1,2[  על הקטע  =x+12+2x3+3x4f(x)הבט בפונקציה 

 
 בקטע. fא.  חשב את האינטגרל של 

 

 תשובה:
 

קטעים  n-ב.  חשב את סכום רימן של אותו אינטגרל בהנחה כי הקטע חולק ל
 שוים.

 



 תשובה:
 

 מצא את השגיאה האמיתית.עבור התשובה בסעיף הקודם, ג.  
 

 תשובה:

 
 . 0.001-מתקים כי השגיאה בפועל קטנה מ n>Nכך עבור  Nד.  מצא 

 
 תשובה:

 

 לפי נוסחת השארית: ה.  חשב את הערכת השגיאה
 

 תשובה:
 

 . 0.001-מתקים כי הערכת השגיאה קטנה מ n>Nכך עבור  Nמצא  ו.  

 
 תשובה:

 
קטעים שוים, ובכל אחד  n-ז.  חשב קרוב לאינטגרל בהנחה כי הקטע חולק ל

 השתמשנו בטרפז.

 
 :תשובה

 
 ח.   עבור התשובה בסעיף הקודם, מצא את השגיאה האמיתית.

 

 תשובה:
 

 . 0.001-מתקים כי השגיאה בפועל קטנה מ n>Nכך עבור  N.  מצא ט
 

 תשובה:

 
 .  חשב את הערכת השגיאה לפי נוסחת השארית:י

 
 תשובה:

 

 . 0.001-מתקים כי הערכת השגיאה קטנה מ n>Nכך עבור  Nמצא . יא
 



 תשובה:
 

 על אותו קטע. 3f(x)=4xלהיות  שונתה fלב כי עתה שים 

 
קטעים שוים, ובכל  2n-יב.  חשב קרוב לאינטגרל בהנחה כי הקטע חולק ל

 השתמשנו בפרבולה )שיטת סימפסון(. זוג
 

 תשובה:

 
 .   עבור התשובה בסעיף הקודם, מצא את השגיאה האמיתית.יג

 
 תשובה:

 

 . 0.001-ה בפועל קטנה ממתקים כי השגיא n>Nכך עבור  N.  מצא יד
 

 תשובה:
 

 .  חשב את הערכת השגיאה לפי נוסחת השארית:טו

 
 תשובה:

 
 . 0.001-מתקים כי הערכת השגיאה קטנה מ n>Nכך עבור  N. מצא טז

 

 תשובה:
 

 
 

 

 טור א 3תשובה לשאלה 
 

F(2)-              לכן האינטגרל הוא  . =x2x+3x+4xF(x)+א. הקדומה היא 

F(1)=26 . 
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 ג.  
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 . n>19500כלומר אי השויון מתקים עבור 
 

 ה.

 
2 2 2

2

'( )( ) '( )( ) (12 ( ) 6 ( ) 2)(2 1)

2 2 2

12 ( ) 6 ( ) 2

2

f c b a h f c b a c x c x
E

n n

c x c x

n

    
   

 

חסומה על ידי  'fולכן עולה,  'fחיובית בקטע, ולכן  f''=24x+6נשים לב כי 

f'(2)=48+12+2=62 לכן  .E≤62/(2n)=31/n. 
 

, כלומר קבלנו הערכה הרבה פחות 0.001 31000<n>(2n)/62נקבל ו.  

 טובה.
 

 .ז
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 ח.  
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26 .
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 n≤60n59.1<2n3500<)<0.0012(2n/7ט.  

 
 י. 



2 3 3

2 2

2 2
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 יא.

.   c(x)=2המונה בבטוי האחרון עולה ומקבל את ערך המקסימום שלו כאשר 
 n≤86n<67.082n500<4<0.001)2n9/(2≤Eלכן נקבל 

 

 
 יב.
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 יג.
 

 . 0השגיאה האמיתית היא 

 
 . 0.001  -השגיאה תהיה קטנה מ n>0 יד. ל

 



 . 0נוסחת הערכת השגיאה צופה כי היא תהיה  f''''=0-טו.  כיון ש
 

 . 0.001  -השגיאה תהיה קטנה מ n>0 טז.  ל


