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  התשובות במחברת. אפשר להשתמש רק במחשבון כיס. יש לכתוב כל 
 ----------------------------------------------------------------------------------------  

  
  בגלל המעבר לבחיה ברשת. מבה המבחן שוה לאחרוה 

  
  לעות על כל השאלות חלק א'. בחלק זה יש 

  
  

  קודות.  20 .1
    ו היהוא מספר זוגי וי     nיח כי 

{ ( ), 1 , , ( , ) ( 1 , ) ( , 1 )}nU A M i j n A i j A n i j A i n j          Rו-  

{ ( ), 1 , , ( , ) ( 1 , )}nV A M i j n A i j A n i j        R  

U,הוכח ש   .א V. מרחבים של  -הם תתי( )nM R.  

)  האם ב.   )nM R   הוא הסכום שלU וV?  
  

  קודות.  30 .2

 3   מ"וה  ן תו 2{ , , , , , }V p p ax bx cx d a b c d F        ומים ממעלהאוסף כל הפולי

2וביט על   F שדה   מעל  3 3( ) 1, ( ) ,. ( ) , ( )p x q x x r x x s x x     

   הוכח  .א , , , .B p q r s   הוא בסיס שלV. 

:  הגדר  .ב , ( ) 'D V V D p p   גזרת.  הוכח כיהD .אריתהיא העתקה לי 

 ח ו הוא בסיס של התחום ושל הטו Bכאשר   Dחשב את מטריצת ההעתקה   .ג

 . Aוסמן אותה  

 . Aחשב את הפוליום האפיי של  .ד

 ערכים עצמיים. Aמצא ל   .ה

 לכסיה?  מק.  Aהאם   .ו

2    חשב את   .ז 3 4, ,A A A  

E:  מצא העתקה ליארית  .ח V V   3כך שA   היא מטריצת ההעתקה שלה

  של התחום ושל הטווח.  Bבבסיס  

  
  
  

  קודות  10שאלות בלבד.  משקל של כל שאלה:   5חלק ב. בחלק הזה יש לעות על 
  



5Uמרחבים  - מצא בסיסים של הסכום והחיתוך של שי תת. 3  R  5וV  R   כאשר 
{(2,0,2,0,2),(2,3,2,3,2), (8,3,10,1,1)},

{(3,0,3,0,3),(3,3,3,3,3),(3,2,12,4,10)}

U Sp

V Sp




 

Uבסיס של   ה . השלם את  V 5בסיס של   לR.  
  
  תוה מטריצה ממשית. 4
  

1 2 3 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14

a b

A

b

  
     
   

                                                      

  פרמטרים ממשיים.    הם ,baכאשר  
  תהיה מיימלית.  Aשעבורם הדרגה של   ,baא. מצא את כל הערכים של 

  מרחב העמודות  הפרמטרים שמצאת בחלק א' מצא בסיסים שלב. לכל הערכים של  
( )C A   ושל מרחב השורות( )S A   

3תון המ"ו  . 5

5Z   5מעלZ   גדיר אתו
1 2

(1,3,2), (2,3,4)b b   סמן  .
1 2

{ , }B b b  

  

בתת המרחב   שמקיימים כל הוקטוריםא.  מצא משואה 
1 2

{ , }U Sp b b SpB   

3ב. הבט בהעתקה הליארית      3

5 5:f Z Z  המוגדרת על ידי( , , ) ( , , )f x y z z x y ומצא

)את המשואה  שמקיים תת המרחב   )V f U  
  . Vעבור   C ג.  מצא בסיס  

g :gגדיר את  ד.  U V   להיות הצמצום שלf   חשב את מטריצת ההעתקהC Bg .  

3. האם קיים וקטור  ה

5Zv ה מאפס כך ש2- השו[ ] [ ]B Cv v .מק .  
  
  
  
  
:][)(תוה העתקה לייארית   .6 23 RR MxL  וסחההמוגדרת ע"י ה  

(0) (1)
( ( ))

( 1) (0)

p p
L p x

p p

 
    

   

)1,,,(בבסיסים   Lא. חשב את המטריצה של   32 xxxB   3][של xR   ו

1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 1 1
A A A A
       
          
       

2)(של    RM.    שים לב

  שהבסיסים אים סטדרטיים. 
  .Im(L(ו  LKer)(ב. מצא בסיסים של  

  
]2- מ L. מצא העתקה ליארית .7 ]xR   2לR   שמטריצתBA L][   בבסיסים     

1 2( (1,1), (1, 1))A a a   2 2

1 2 3( 1, , 1)B b x b x x b x x         

- שווה ל
2 1 2

0 1 2

 
   

  



תוה מטריצה ממשית    .8
4 9 6 12

0 1 4 6

2 11 8 16

1 3 0 1

A

 
  
 
 
  

.  

  .Aא. חשב את הפוליום האופייי ואת הערכים העצמיים של    
  .Aסיסים של המרחבים העצמיים של  ב ב. מצא    
  בהצלחה !                                                      .  Aשל   Tג. מצא מטריצה המלכסת     
  

  תשובות 
  

  1תשובה 
  
Uולכן   Uמקיימת את התאי של   0ברור כי המטריצה שכולה . 1א .    יהיו

, , ,K L U a b R     1ויהיו ,i j n    אז לפי ההגדרה
( , ) ( 1 , ), ( , ) ( 1 , )K i j K n i j L i j L n i j     ובע כו י

( )( , ) ( , ) ( , ) ( 1 , ) ( 1 , ) ( )( 1 , )aK bL i j aK i j bL i j aK n i j bL n i j aK bL n i j            
)בצורה דומה    , ) ( , 1 ), ( , ) ( , 1 )K i j K i n j L i j L i n j     ובע כי ו

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , 1 ) ( , 1 ) ( )( , 1 )aK bL i j aK i j bL i j aK i n j bL i n j aK bL i n j            
  הוא תמ"ו.  Uולכן באמת    
Vולכן  Vמקיימת את התאי של   0ברור כי המטריצה שכולה .2א .    יהיו

, , ,K L V a b R     1ויהיו ,i j n    אז לפי ההגדרה
( , ) ( 1 , ), ( , ) ( 1 , )K i j K n i j L i j L n i j       ובע כי ו

( )( , ) ( , ) ( , ) ( 1 , ) ( 1 , ) ( )( 1 , )aK bL i j aK i j bL i j aK n i j bL n i j aK bL n i j               
       הוא תמ"ו. Vולכן באמת   

  ואה  Uהממד של 
2

2( )
2 4

n n
   ושלV   הוא

2

n
)ואלו הממד של      )nM R  2הואn  ולכן

)הללו לא יכול לפרוש את  של המרחבים סיסים באחוד  )nM R   וולכן הסכום אי( )nM R   

  
  

  2תשובה 
  

ברור כי   . א , , , .B p q r s 3  פורשת כי כל 2ax bx cx d     מקיים  כי
3 2ax bx cx d as br cq dp         כדרוש וברור כי הקבוצה בת"ל כי

3 2 0ax bx cx d      0גורר כיa b c d      ולכן באמת , , , .B p q r s  

 . Vבסיס של 

לפי תכוות הגזרת   .ב
( ) ( ) ' ' ' ( ) ( )D f g f g f g D f D g              .ולכן זו ה"ל 

 .ג
2 3 2( ) 1' 0, ( ) ' 1 1 , ( ) ( ) ' 2 2 , ( ) ( ) ' 3D p D q x p D r x x q D s x x r           

  ולכן 

 

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

B

B
D

 
 
 
 
 
 

  



  חשב את הפוליום האפיי   .ד

  4

1 0 0

0 2 0
det( ) det

0 0 3

0 0 0

B

B

x

x
D xI x

x

x

 
    
 
 

 

  

0xהפתרון היחיד של הפוליום האפיי הוא    .ה  .וזהו הע"ע היחיד 

ב   0ציב    B B

B B
D xI D    והפתרון של

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0
0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 0

d

c
c b a

b

a

    
    
        
    
    
    

כלומר   dכלומר הפוליום הוא  

הרבוי הגיאומטרי קטן מהרבוי האלגברי  הוא קבוע ויש רק ו"ע יחיד 

  איה לכסיה.  Aולכן  

   . ו
  

 .ז

2 3
0 1 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0 6

0 0 2 0 0 0 0 6 0 0 2 0 0 0 0 0
,

0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

       
       
        
       
       
       

  

3 .ח 2( ) 6E ax bx cx d a     
  
  

  3תשובה 
  
  
   ורה של משואות:צל  Vואת    Uעביר את   .

5Uמרחבים  - מצא בסיסים של הסכום והחיתוך של שי תת.   R  5וV  R   כאשר 

 

 

2 2 8 2 2 8 2 2 8 2 2 8

0 3 3 0 3 3 0 3 3 0 3 3

2 2 10 0 0 2 0 0 2 0 0 2

0 3 1 0 3 1 0 0 2 0 0 0

2 2 1 0 0 7 0 0 7 0 0 0 2 2 9

a a a a

b b b b

c c a c a c a

d d d b c d a b

e e a e a e c a

       
       
       
           
       

           
                   

  ותהמקיים את המשוא   3בעל ממד   הוא תת מרחב   Uכלומר 
, 2 7 9a b c d e c a       ובצורה דומה  

  



3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2

3 3 12 0 0 9 0 0 9 0 0 2

0 3 4 0 3 4 0 0 2 0 0 0 7( ) 2( )

3 3 10 0 0 7 0 0 7 0 0 7 ( ) ( ) ( )

a a a a

b b b b

c c a c a c a

d d d b d b e a

e e a e a c a e a d b

       
       
       
           
       

          
                    

  ותהמקיים את המשוא 3בעל ממד הוא תת מרחב  Vכלומר  כלומר 
2 7 2 7 ,a d e b b c d e       קבל את משואהחתוך: ת וולכן ו   

0,9 7 2 0, 0, 2 7 7 2 0a b c d a c e b c d e a b d e               קבל   כלומר
מערכת  

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

9 0 7 0 2 0 9 2 9 2
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 9 2 9 2 0 0 11 0 11

2 7 0 7 2 0 9 2 9 2

1 1 1 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1

      
                                                     

    
       
     







a,כלומר     c e b d     ולכן

1 0

0 1

,1 0

0 1

1 0

U V Sp

    
    
           
    
            

, ולכן  2תמ"ו בעל ממד  

1 0 8

0 1 3

, ,1 0 10

0 1 1

1 0 1

U Sp

      
      
              
      
                  

    ,

1 0 3

0 1 2

, ,1 0 12

0 1 4

1 0 10

V Sp

      
      
              
      
                  

והללו הם בסיסים.  האחוד  ,  

              U +Vשלהם הוא בסיס של  

1 0 8 3

0 1 3 2

, , ,1 0 10 12

0 1 1 4

1 0 1 10

U V Sp

        
        
                   
        
                        

וכדי  ,      

וסיף את    5Rלהשלים לבסיס של 
1

1

0

0

0

0

e

 
 
 
 
 
 
 
 

וחשב את הדטרמיט שעמודותיו הן  ,   

כן או .  הבסיס הזה



1 0 1 8 3
1 0 3 2 1 0 3 2

1 10 120 1 0 3 2
0 1 10 12 0 1 10 12

det det det det 0 2 20 0 1 10 12
1 0 1 4 0 0 2 2

1 1 00 1 0 1 4
0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 1 1 10

1 10 12
2 2

det 0 2 2 det 24 18 42 0
9 12

0 9 12

 
                                 
    

 

 
                

   
  

  5Rלבסיס של   U +Vתשלים את הבסיס של      1eכלומר תוספת של   
  

  .  4תשובה 
  

                                                    
1 2 3 5 1 2 3 5 1 2 3 5

6 7 8 9 10 0 5 10 9 6 6 20 0 5 10 9 6 6 20

11 12 13 14 0 10 20 14 11 11 55 0 0 0 4 15

a b a b a b

a b a b

b a b b a b b

          
                    
                   

עבור הערכים הללו בסיס של    . .a=-19,b=15ולכן הדרגה המיימלית היא כאשר  

C(A)   ושל .} {(7,12-,2),(6,11-,1)הואS(A)    {(1,-2,3,-4,5),(0,-5,10,-15,20)}  
  

  5 תשובה
  
  חשב את המשואה של הוקטורים בתת המרחב א. .

2 1 2

3 1 3

2

3

1 2 1 2 1 2 1 0

3 3 0 7 2 0 2 2 0 2 2

2 4 0 10 3 0 0 3 0 0 3

S S S

S S S

a a a a b

b b a b a b a

c c a c a c a

 
 

        
                   
                

ולכן    

3את המשואה    5Zמקיימים מעל   Bכפי שקל לודא , הוקטורים של  0c a   

3מתקיים    Vההעתקה מחליפה בין הקואורדיטות ולכן ב   .ב 0a b .  

כלומר    Bלהיות התמוות של אברי  Cג.  בחר את 
1 2

{ , }C c c  

 
1 2

(2,1,3), (4,2,3)c c     .  

Cמטריצת ההעתקה   .ד Bf    היא המטריצה
1 0

0 1
I

 
 

 
     

]2  .ה ] [ ]B Cv v.   וידוע כי
1 0

[ ] [ ] [ ] [ ]
0

  
1

C C B B B Bv f v v v
 




  


ולכן צריך להתקיים   .

2[ ] [ ] [ ]B C Bv v v .    על ידי העברת אגפים[ ] 0Bv .      
  
    .6תשובה  

  
  



  

2

1 2 3 4 2 3

3

2 3

1 1 0 1
(1) 2 , ( )

1 1 1 0

0 1
( ) ( )

1 0

L A A A A L x A A

L x L x A A

   
               

 
    

 

ולכן מטריצת   

ה בבסיסים הללו היא  קההעת 

1 0 0 0

1 1 1 1

2 1 1 1

1 0 0 0

 
 
 
  
 
 

.  לכן  

1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
Im( ) , , , , , ,

2 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0

,

L Sp Sp Sp

x y

x z x

               
                                                                                                 

 
   

, ,x y z R
 

 
 

ו    

3 2 2 2

2

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1

2 1 1 1 0 1 1 1 0 0 2 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( ) { , 0 0}, ( 1), }

{ 1}

Ker L p ax bx cx d a c b d p bx b b x b R

Sp x

        
       
         
         
       
       

              

 

  

  
  
  
  
  
  
   

  
  
  
  

  7תשובה 



2 2

1 2 3

2 2

3 1 2 2 3 1 1 2 3 3 2

3 2

1 2 3

( 1, , 1)

, ( ) ,1 ,

(1) ( ) (2(1,1) 2(1, 1)) ((1,1) (1, 1)) (0,2).

( ) ( ) 2(1,1) ((1,1) (1, 1)) (2(1,1) 2(1, 1))

2(1,1) (1,1) (1,

B b x b x x b x x

x b b x b x b b b b b b b b

L L b b

L x L b b b

        

           

        

          

   
2

3 1

2 2

1) (0,2).

( ) ( ) (2(1,1) 2(1, 1)) 2(1,1) ( 2,2).

( ) ( ) ( ) (1) ( 2,2) (0,2) (0,2) ( 2 ,2( ))

2( , ).

L x L b b

L ax bc c aL x bL x cL a b c a a b c

a a b c



       

            

   

  

  
   

 8תשובה  
 

4 9 6 12 4 9 6 12 4 3 3 6 12

0 1 4 6 0 1 4 6 0 1 4 6
det det det

2 11 8 16 0 5 8 14 2 0 5 8 14 2

1 3 0 1 1 3 0 1 1 0 0 1

4 3 3 6 0

0 1 4 2
det

0 5 8 2

1 0 0 1

x x x x

x x x
p

x x x x x

x x x

x x

x

x

x

          
                 
            
     
             
  

    
   
 
   

4 3 3 6 0 4 3 3 6 0

0 1 4 2 0 1 4 2
det ( 4)det

0 4 4 0 0 1 1 0

1 0 0 1 1 0 0 1

4 9 3 6 0 4 3 6 0

0 3 4 2 0 1 4 2
( 4)det ( 4)(3 )det

0 0 1 0 0 0 1 0

1 0 0 1 1 0 0 1

x x x x

x x
x

x x

x x

x x x

x
x x x

x x

      
              
      
   
        

     
           
    
  
        

2

3 6 0

( 4)(3 )[(4 )( 1) det 1 4 2 ]

0 1 0

( 4)(3 )[(4 )( 1) 2( 3)] ( 4)(3 )( 3 2) ( 4)(3 )(1 )( 2) ( 1)( 2)( 3)( 4).

x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

 
         
   

                      

  
  
  
ציב כל ע"ע במערכת ומצא ו"ע הצמודים  1,2,3,4,הם  Aלכן הע"ע העצמיים של  .

 קבל    1להם.  עבור 
 
  

4 9 6 12 3 9 6 12 0 0 6 6

0 1 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
1

2 11 8 16 2 11 7 16 0 5 7 12

1 3 0 1 1 3 0 2 1 3 0 2

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 2 4 6 0 0 6 6 0 0 0 0

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 3 0 2 1 0 3 2

x

x

x

x



       
               
        
     
           

   
        
        
   
       

1

1

0 0 0

1 0 1 0 1

z

z
z

z

    
         
    
    
      

  פורש את המרחב 

  
  

 קבל   2עבור   הצמוד
 
  



4 9 6 12 2 9 6 12 0 3 6 6

0 1 4 6 0 3 4 6 0 3 4 6
2

2 11 8 16 2 11 6 16 0 5 6 10

1 3 0 1 1 3 0 3 1 3 0 3

0 3 6 6 0 3 0 6 0 1 0 2

0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 5 6 10 0 5 0 10 0 0 0

1 3 0 3 1 3 0 3

x

x

x

x



        
               
        
     
           

     
   
     
    
   
      

0 1 0 2 3 3

0 0 1 0 2 2

0 0 0 0 0 0 0

1 3 0 3 1 0 0 3 1

w

w
w

w

       
       
         
       
       
         

פורש  

 קבל   3עבור  את המרחב הצמוד 
 
  

4 9 6 12 1 9 6 12 1 9 6 12

0 1 4 6 0 4 4 6 0 4 4 6
3

2 11 8 16 2 11 5 16 0 7 7 8

1 3 0 1 1 3 0 4 0 6 6 8

1 9 6 12 1 9 6 12 1 9 6 12

0 2 2 3 0 1 1 1 0 1

0 7 7 8 0 7 7 8

0 3 3 4 0 3 3 4

x

x

x

x



        
               
         
     
          

     
           
      
   
    

1 9 6 0

1 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 0

1 3 0 0 3 3

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

y

y
y

y

   
       
   
   
   

     
            
     
     
     

  פורש את המרחב 

  
  

 קבל    4עבור   הצמוד
 
  

4 9 6 12 0 9 6 12 0 9 6 12

0 1 4 6 0 5 4 6 0 5 4 6
4

2 11 8 16 2 11 4 16 0 5 4 6

1 3 0 1 1 3 0 5 1 3 0 5

0 4 2 6 0 1 2 0 0 1 2 0

0 5 4 6 0 5 4 6 0 0 6 6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 3 0 5 1 3 0 5

x

x

x

x



        
               
        
     
           

     
          
   
   
      

0 1 2 0

0 0 1 1

0 0 0 0

1 3 0 5 1 3 0 5

0 1 0 2 0 1 0 2 1

0 0 1 1 0 0 1 1 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 3 0 5 1 0 0 1 1

w

w
w

w

w

   
      
   
   
      

        
                  
       
       
         

פורש את  

  הצמוד   המרחב 
  

 מטריצה מלכסת היא  
 



1 3 3 1

1 2 1 2

0 0 1 1

1 1 0 1
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