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  כ  יישחמיום  אלגברה לייארית ב, מבחן ב  מחלקה למתמטיקה ומדעי מחשב.ה
  .                                           'גסמסטר א', מועד   11.05.2023 ג"פהתש ריא
  שעות  3משך המבחן: גיורא דולה.   : הרומ

  התשובות במחברת. אפשר להשתמש רק במחשבון כיס. יש לכתוב כל 
  

חלקים: בחלק א אין בחירה ויש רק שאלה אחת ללא בחירה.  משקל   3המבחן כולל  
  קודות    20התשובה 

כון   שאלות שהתשובה לכל אחת היא כן או לא וימוק קצר.  יחוש  5בחלק ב יש   
  5מתוך  4קודות ואפשר לבחור   5ללא ימוק יזכה במעט קודות.  משקל כל תשובה 

  ות.  השאל
  5מ  4קודות כ"א ואפשר לבחור  15שאלות בות משקל  5בחלק  ג זה יש 

  קודות סה"כ.  60השאלות ולצבור 
  

  100=20+20+60סה"כ 
  

  בהצלחה                                                  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  קודות.   10תשובה  כל .  משקל  ותשאלשתי חלק א בחלק זה אין בחירה ויש רק 
 קודות הוכח כי לשתי מטריצות דומות יש אותו פוליום אפייי  10א. 1 .1

+ ממד מרחב השורות שווה  קודות הוכח כי ממד מרחב הפתרון   10.ב 1
  למספר העמודות במטריצה

  
  

  ככל שתפרט יותר הציון יגדל 
  

שאלות שהתשובה לכל אחת היא כן או לא וימוק קצר.    5חלק ב בחלק זה יש 
קודות ואפשר    5ללא ימוק יזכה במעט קודות.  משקל כל תשובה כון יחוש  
  השאלות. 5מתוך  4לבחור 

  
  
  
  
  
  
  
  
U,  ותתי מרחב  Vמרחב וקטורי    יםקודות תו  5.   2 W V   מודולו  מעל שדה

Uאז יתכן כי     11 W    היא קבוצה סופית. אי  
  
  

  כון                                                                            לא כון 
  

  ימוק קצר 
  
  
  
  
  
  
U,תתי מרחב    Vתוים מרחב וקטורי   קודות    5.   3 W V    1ובסיסיםB    עבור
U  2וB    עבורW    1אז 2B B   בסיס עבורU W     .  

  כון                                                                            לא כון 
  

  ימוק קצר 
  
  
  
  
  
  



  Vהפורשת את     Sוקבוצה סופית        .Vתוים מרחב וקטורי   קודות   5.   4
)כלומר     )Sp S V   סמן בB  קבוצה חלקית של  כ  המתקבלבסיסS    תון  .

  האפשריים הוא סופי.   Bה    אוסףשהשדה הוא שדה הממשיים אז  
. 

  כון                                                                            לא כון 
  

  ימוק קצר 
  
  
  
  
A,ות   קודות אם מטריצ   5.   5 B    ןאי סכום ה אז גם ותלכסי  A B     האי

  לכסיה 
  

  כון                                                                            לא כון 
  

  ימוק קצר 
  
  
  
  
,Aתוות  מטריצות   קודות   5.   6 B    ייםומים אפיבעלות פולי,p q  .  גדיר את

A*המטריצה המורחבת  B   על ידי  
0

*
0

A
A B

B

 
  

 
מצאות על   Bו  Aכאשר     

A*אז הפוליום האפיי של  0מיצגת מטריצת .    0האלכסון ו   B    ל ה ו שו -  *p q    
 

  כון                                                                            לא כון 

 
  ימוק קצר 

  
  חלק ג 

  5מ  4קודות כ"א ואפשר לבחור   15שאלות בות משקל   5בחלק זה יש 
  קודות סה"כ  60השאלות ולצבור 

  
  

  קודות.    15 7שאלה 
     ו היהוא מספר זוגי וי   nיח כי   

2{ ( ), ,1 2 , ,1 , ( , ) (2 1 , 2 1 )}nU A M i i n j j i A i j A n i n j            R  ו-   

2{ ( ), ,1 2 , ,1 , , ( , ) (2 1 ,2 1 )}nV A M i i n j j i A i j A n i n j             R  
  

U,הוכח ש   .א V 2מרחבים של  -.הם תתי ( )nM R. 

)dimמצא את   .ב ),dim( )U W  

2  האם  ג.   ( )nM R   הוא הסכום שלU וV? 



  
  
5Uמרחבים  -מצא בסיסים של הסכום והחיתוך של שי תת  קודות  51. 8  R  ו
5V  R   כאשר  

  
  

{(4,0,2,0,4),(1, 1,1, 1,1),(1,0,1,0,1)},

{(4,1,2,2,5), (1, 2,1,1,1), (1,2,1,0,2)}

U Sp

V Sp

  

 
 

Uבסיס של   ה . השלם את  V 5בסיס של   לR.  
  
  
  תוה מטריצה ממשית  קודות  15. 9
  
 

1 2 3 5

6 7 8 9 10

11 12 14 14

a b

A

c b

  
     
    

                                                      

  
  הם  פרמטרים ממשיים.   ,baכאשר  

  תהיה מיימלית.  Aשעבורם הדרגה של   ,ba,,cא. מצא את כל הערכים של 
ב. לכל הערכים של הפרמטרים שמצאת בחלק א' מצא בסיסים של מרחב העמודות   

( )C A   ושל מרחב השורות( )S A   
  

3תון המ"ו     קודות 51.  10

5Z   5מעלZ   גדיר אתו
1 2

(1,2,2), (2,3,4)b b   סמן  .

1 2
{ , }B b b  

  

א.  מצא משואה שמקיימים כל הוקטורים בתת המרחב  
1 2

{ , }U Sp b b SpB   

3ב. הבט בהעתקה      3

5 5:f Z Z  המוגדרת על ידי( , , ) ( , , )f x y z z x y  ומצא את

)המשואה  שמקיים תת המרחב   )V f U  
  . Vעבור   Cג.  מצא בסיס  

3של  1Bלבסיס   Bד. השלם את 

5Z.  

3של 1Cלבסיס   Cה. השלם את 

5Z.  

1ו. מצא את מטריצת המעבר  

1
[ ]

C

BM  

  
  

תוה מטריצה ממשית    קודות   51 .11
8 16 11 2

0 1 3 1

4 6 1 0

6 12 9 4

A

 
   
 
 

 

.  

  .Aא. חשב את הפוליום האופייי ואת הערכים העצמיים של    
  .Aסיסים של המרחבים העצמיים של  ב ב. מצא    
  בהצלחה !                                                      .  Aשל   Tג. מצא מטריצה המלכסת     
  



 
  
  
 
  
  
  

  תשובות 
  
  

  2תשובה 
  

כל מרחב וקטורי (בעל ממד סופי) מעל שדה סופי מכיל מספר סופי    כון אם לא  
  . של איברים

  
  3תשובה 

  

   לא להלן דוגמא  
, ,

0

x

U W U W y x y

  
        
  
  

R
   וגם    .

1 2 1 2

1 0 2 0

0 , 1 , 0 , 2 ,

0 0 0 0

B B B B 

          
                       
          
          

 

 
  

  4תשובה 
  

כון, הבסיס מורכב מקבוצה חלקית של הקבוצה הפורשת.  כיון 
שהקבוצה הפורשת היא סופית, מספר הקבוצות החלקיות שלה הוא  

  סופי. 
  

אין לכסיות  ש .  לא כון מצורפת דוגמא של שתי מטריצות  5תשובה 
  ן אלכסוית ולכן לכסיה. סכומ אבל 

  
5 1 5 1 10 0

, ,
0 5 0 5 0 10

A B A B
     

        
     

.      

  
  
  

)detכון אם מפתחים את  .    6תשובה  * )I A B .  ח של השורות  ו הפת
ושל השורות האחרוות את    .A  וליום האפיי של  העליוות ותן את הפ 

     .Bהפוליום האפיי של    
  

  7תשובה 
  



  
  
  
  
  

2{ ( ), ,1 2 , ,1 , ( , ) (2 1 , 2 1 )}nU A M i i n j j i A i j A n i n j            R  ו-   

2{ ( ), ,1 2 , ,1 , , ( , ) (2 1 ,2 1 )}nV A M i i n j j i A i j A n i n j             R  
  
Uולכן   Uמקיימת את התאי של   0. ברור כי המטריצה שכולה 1א .    יהיו

, , ,K L U a b R     1,ויהיו 2 , ,1i i n j j i      אז לפי ההגדרה
( , ) (2 1 , 2 1 ), ( , ) (2 1 , 2 1 )K i j K n i n j L i j L n i n j         ובע כי ו

( )( , ) ( , ) ( , ) (2 1 , 2 1 ) (2 1 , 2 1 )

( )(2 1 ,2 1 )

aK bL i j aK i j bL i j aK n i n j bL n i n j

aK bL n i n j

            

     
 

  הוא תמ"ו. Uולכן באמת 
  
Vולכן  Vמקיימת את התאי של   0.ברור כי המטריצה שכולה 2א .    יהיו

, , ,K L V a b  R     1,ויהיו 2 , ,1i i n j j i      אז לפי ההגדרה
( , ) (2 1 , 2 1 ), ( , ) (2 1 , 2 1 )K i j K n i n j L i j L n i n j           ובע כי ו

( )( , ) ( , ) ( , ) (2 1 ,2 1 ) (2 1 ,2 1 )

( )(2 1 , 2 1 )

aK bL i j aK i j bL i j aK n i n j bL n i n j

aK bL n i n j

              

      
  הוא תמ"ו.      Vולכן באמת   

הוא   Uהממד של 
2 (2 1)

(2 1)
2

n n
n n


    ושלV  הוא כמו שלU  ממד החיתוך הוא ,n  

)2dimולכן לפי משפט הממד    ) 2 ( 1) 2 4U V n n n n       2ולכן הסכום הוא ( )nM R   

  
  
  
  

  8תשובה 
  
  
 ורה של משואות:  צל  Vואת    Uעביר את  . 

5Uמרחבים  - מצא בסיסים של הסכום והחיתוך של שי תת.   R  5וV  R   כאשר 

 

4 1 1 2 1 1 2 0 0 2 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

2 1 1 2 0 0 0 1 1 2 0 0 1 2

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a c a c a c

b b b b

c a c c a c b a

d d b d b d b

e e a e a e a

        
                 
            
       

          
                

d,המקיים את המשואות    3הוא תת מרחב בעל ממד   Uכלומר  b c e   ובצורה
  דומה   

  



4 1 1 2 0 0 2 0 0

1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 1 1 0 0 1 0 0 1

2 1 0 2 1 0 0 1 0 ( )

5 1 2 5 1 2 5 1 2

2 0 0 2 0 0

1 2 2 1 2 0 2( )

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1

5 1 2

a a c a c

b b b

c c d c d

d d d a c

e e e

a c a c

b b c d

c d c d

d c a

e

      
            
       
     

      
     
     

  
     
   
 

  
 
 

2 0 0

1 2 0 2 2

0 0 1

0 0 1 0

5 1 0 2( ) 5 1 0 2 2

2 0 0 2 0 0

1 0 0 2 2 2( ) 1 0 0 2 4

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

5 0 0 2 2 ( ) 5 0 0

a c

b c d

c d

d c a d c a

e c d e d c

a c a c

b c d d c a a b d

c d c d

d c a d c a

e d c d c a

   
        
    
   

      
         

  
         
   
 

    
       3

2 0 0 2( 2 4 ) 0 0 0 5 2 8

1 0 0 2 4 1 0 0 2 4

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

5 0 0 3 5( 2 4 ) 0 0 0 11 5 3 19

a c d e

a c a b d a b c d

a b d a b d

c d c d

d c a d c a

a c d e a b d a b c d e

 
 
 
  
 
 
    

          
           
    
   

      
                

המקיים את המשואות   3הוא תת מרחב בעל ממד  Vכלומר כלומר  
5 2 8 ,11 5 3 19a b c d a e b c d           :קבל את משואות החתוךולכן ו

5 2 8 ,11 5 3 19 , ,a b c d a e b c d a e b d           קבל מערכת של משואות כלומר
עבור החיתוך 

5 2 1 8 0 0 2 1 8 5 0 0 1 10 5

11 5 3 19 1 0 5 3 19 12 0 0 3 24 12

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0

0 0 1 10 5 0 0 1 10 5

0 0 0 6 3 0 0 0 6 3

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0 6 0 0 3

            
                  
       
     

       
      

      
   
  

   

0 0 1 10 5

0 0 0 2 1

1 0 0 0 1

0 2 0 0 1

0 0 1 0 0

0 0 0 2 1

1 0 0 0 1

0 2 0 0 1

  
    
  
  

  
 

  
 
 

 



2כלומר     2 , 0b d e a c      ולכן

2

1

0

1

2

U V Sp

  
  
       
  
      

, ולכן  1תמ"ו בעל ממד  

2 1 1

1 1 0

, ,0 1 1

1 1 0

2 1 1

U Sp

      
                    
                        

    ,

2 1 1

1 2 2

, ,0 1 1

1 1 0

2 1 2

V Sp

      
                    
      
                  

, והללו הם בסיסים.  האחוד   

U +V              5שלהם הוא בסיס של  

2 1 1 1 1

1 1 0 2 2

, , , ,0 1 1 1 1

1 1 0 1 0

2 1 1 1 2

U V Sp

          
                                   
                                        

R      ,  

  
  

  .  9תשובה 
  

                                                    
1 2 3 5 1 2 3 5 1 2 3 5

6 7 8 9 10 0 5 10 9 6 6 20 0 5 10 9 6 6 20

11 12 13 14 0 10 20 14 11 11 55 0 0 4 15

a b a b a b

a b a b

c b c a b b c a b b

          
                    
                     

עבור הערכים הללו בסיס    . .a=-19,b=15,c=0ולכן הדרגה המיימלית היא כאשר  

  S(A)    {(1,-2,3,-4,5),(0,-5,10,-15,20)}ושל  . } {(7,12-,2),(6,11-,1)הוא   C(A)של 
  
  
  

  10תשובה 
  
  
  א. . חשב את המשואה של הוקטורים בתת המרחב .

2 1 2

3 1 3

3

3

1 2 1 2 1 2 1 0 3

2 3 0 9 3 0 4 2 0 2 2

2 4 0 10 3 0 0 3 0 0 3

S S S

S S S

a a a b

b b a b a b a

c c a c a c a

 
 

       
                   
                

ולכן    

3את המשואה    5Zמקיימים מעל   Bכפי שקל לודא , הוקטורים של  0c a   

3מתקיים    Vההעתקה מחליפה בין הקואורדיטות ולכן ב   .ג 0a b .  

כלומר    Bלהיות התמוות של אברי  Cג.  בחר את 
1 2

{ , }C c c  

 
1 2

(2,1,2), (4,2,3)c c    .  



1להיות       1Bבחר את  .ד 2 3

1 2 1

2 , 3 , 0

2 4 0

b b b

     
            
     
     

בדק שזהו בסיס על ידי זה   

,   1Bשחשב את הדטרמיט של המטריצה שעמודותיה  

1 2 1

det 2 3 0 1(2 4 2 3) 2 0

2 4 0

 
        
 
 

3ולכן זהו בסיס של  

5Z 

 

1להיות    1Cבחר את   .ה 2 3

2 4 0

1 , 2 , 1

2 3 0

c c c

     
            
     
     

בדק שזהו בסיס על ידי זה   

,   1Cשחשב את הדטרמיט של המטריצה שעמודותיה  

2 4 0

det 1 2 1 ( 1)(2 3 2 4) 2 0

2 3 0

 
         
 
 

  1בדק  2 3

2 4 0

1 , 2 , 1

2 3 0

c c c

     
            
     
     

  ואת   

  
  

1מצא את מטריצת המעבר  .ו

1 1 1 2 3[ ] ,
C

BM b c c c      

  
 

  1 3 12 1 2

3 1 3 2 3

1 1

2 2

2

1 1

3

4

2 4 0 1 2 1 2 4 0 1 2 1 2 4 0 1 2 1

1 2 1 2 3 0 5 10 1 4 7 2 0 0 1 4 2 2

2 3 0 2 4 0 0 1 0 1 2 1 0 4 0 1 2 4

2 0 0 0 0 3 1 0 0 0 0 1

0 4 0 1 2 4 0 1 0 4 3 1

0 0 1 4 2 2 0 0 1 4 2 2

S S SS S S

S S S S S

S S

S S

C B
  

  




     
             
           

  
   
 
  




 
 


  

1

1

0 0 1

[ ] 4 3 1

4 2 2

C

BM

 
   
 
 

  

  
   .11תשובה  

  



1 0 3 1 1 0 3 1

16 8 11 2 14 2 8 5 0
det det

6 4 1 0 6 4 1 0

12 6 9 4 12 6 9 4

1 0 0 1 1 0 0 1

14 2 8 5 0 2 8 5 0
det det

6 4 1 0 2 4 1 0

12 6 3 3 4 0 6 3 3 4

x x

x x x
p

x x

x x

x x

x x x

x x

x x x x

        
           
      
   

      
        

            
       
   

      
1 0 0 1 1 0 0 1

2 8 5 0 2 8 5 0
det ( 4)det

0 4 4 0 0 1 1 0

0 6 3 3 4 0 6 3 3 4

1 0 0 1 1 0 0 1

2 3 5 0 2 1 5 0
( 4)det ( 4)(3 )det

0 0 1 0 0 0 1 0

0 9 3 3 3 4 0 3 3 3 4

x x

x x
x

x x

x x x x

x x

x
x x x

x x x x x

        
             
     
   

      
       

            
  
  

      

2

1 0 0 1

0 1 0 0
( 4)(3 )det ( 4)(3 )[6 (4 )(1 )]

0 0 1 0

6 3 18 3 4

( 4)(3 )( 3 2) ( 1)( 2)( 3)( 4)

x

x x x x x x

x x

x x x x x x x x








   
 
          
 
 

  

          

  

  
   

 
  
  
ציב כל ע"ע במערכת ומצא ו"ע הצמודים  1,2,3,4,הם  Aלכן הע"ע העצמיים של  .

 קבל    1להם.  עבור 
 
  

1 0 3 1 2 0 3 1 2 0 3 1

16 8 11 2 16 7 11 2 12 7 5 0
1

6 4 1 0 6 4 2 0 6 4 2 0

12 6 9 4 12 6 9 3 6 6 0 0

2 0 3 1 2 0 3 1 1 1 0 0

0 5 5 0 0 1 1 0 0 1 1 0

0 2 2 0 0 1 1 0 2 0 3 1

6 6 0 0 1 1 0 0 0

x

x

x

x



           
               
        
     

       
      

         
      
   
   

1 1 0 0

0 1 1 0

0 2 3 1

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1

0 1 1 0 1

0 0 2 1 1

0 0 0 0 2 2

z

z
z

z

z

   
   
   
   
   
   

    
          
    
    
    

  פורש את המרחב 

  
  

 קבל   2עבור   הצמוד
 
  



1 0 3 1 3 0 3 1 3 0 3 1

16 8 11 2 16 6 11 2 10 6 5 0
2

6 4 1 0 6 4 3 0 6 4 3 0

12 6 9 4 12 6 9 2 6 6 3 0

3 0 3 1 3 0 3 1 3 0 3 1

10 6 5 0 10 0 5 0 2 0 1 0

6 4 3 0 6 0 3 0 2

0 2 0 0 0 1 0 0

x

x

x

x



           
               
        
     

        
        

          
    
   
   

1 0 2 1

2 0 1 0

0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 2 1 1 0 0 1 1

0 0 3 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

w

w

w

    
      
   
   
   

           
      
        
      
      
      

פורש את המרחב  

 קבל    3עבור הצמוד  
 
  

1 0 3 1 4 0 3 1 4 0 3 1

16 8 11 2 16 5 11 2 8 5 5 0
3

6 4 1 0 6 4 4 0 6 4 4 0

12 6 9 4 12 6 9 1 8 6 6 0

4 0 3 1 0 0 3 1 1 0 0 0

8 5 5 0 0 5 5 0 0 1 1 0

6 4 4 0 0 4 4 0 0 0 3 1

2 0 0 0 1 0 0 0 0 0

x

x

x

x



           
               
        
     

        
     

          
     
   
   

0 0

1

1

0 0 3 3

z
z

z

z

     
     
      
     
     
     

  פורש את המרחב 

  
  

 קבל    4עבור   הצמוד
 
  

1 0 3 1 5 0 3 1 5 0 3 1

16 8 11 2 16 4 11 2 6 4 5 0
4

6 4 1 0 6 4 5 0 6 4 5 0

12 6 9 4 12 6 9 0 12 6 9 0

5 0 3 1 5 0 3 1 5 0 3 1

6 4 5 0 6 4 5 0 2 0 1 0

12 6 9 0 4 2 3 0 4 2

0 0 0 0 0 0 0 0

x

x

x

x



           
               
        
     

        
        

          
    
   
   

1 0 0 1

2 0 1 0

3 0 2 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1

1

2 2

1

x

x
x

x

x

   
      
    
   
   

   
   
    
    
   
   

  פורש את המרחב

  הצמוד  
  

 מטריצה מלכסת היא  
 



1 1 0 1

1 0 1 1

1 0 1 2

2 1 3 1

P

 
  
 
 
 

  

   
  


