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  .מורה : גיורא דולה. מתרגל : רענן שכטר 

 לוש שעותמשך המבחן ש  . 

  ובדפי הנוסחאות לא מדעיים מותר להשתמש במחשבונים

 המצורפים.   

 .התשובות תכתבנה במחברת 

 .יש לנמק את כל החשובים 

  שאלות.  6המבחן כולל 

 נקודות . 24 הוא 5-0שאלות  משקל כל אחת מ 

  נקודות. 54שאלת הוכחה בת משקל של  8שאלה 

 נקודות.  54  המשקלושאלות הבנה  יאה 6 השאל 

 

 בהצלחה.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 .נקודות( 24) לה ראשונהשא

 

)כך ש nמצא את  .א )nP x  פולינום  מקלורן  מסדר ,n  של הפונקציה 

( ) 576 100f x x  שיקיים | ( ) ( ) | 0.2nf x P x   עבור כלx  בקטע

[0,2.8] . 

)שמצאת בסעיף א, חשב את  nעבור אותו  .ב )nP x. 

 .nP(0.49)שמצאת בסעיף א, חשב את  nעבור אותו  .ג

 .כך שיתקים השויוןcשמצאת בסעיף א, מצא את  nעבור אותו ד. 

(0.49) (0.49) ( )n nf P R c  .  

 

 

 .נקודות( 24) הישאלה שנ

 

)3 עבור הפונקציה   .א )f x x 1מצא את ישר האינטרפולציה( )P x  ,

0בנקודות   18, 64a a    

1.כך שיתקים השויון cמצא את  .ב 1(27) (27) ( )f P R c   . 

0כך שעבור nמהו  .ג 27,...., 54na a    פולינום האינטרפולציה( )nP x  

)3 של )f x x  יקיים לכלx  ש [27,54]בקטע- | ( ) ( ) | 0.01nf x P x . 

)עבור  .ד )f x x 1חשב את ישר טיילור( )S x  סביבa=4  את ישר

)1טיילור )T x  , סביבa=9  1  האינטרפולציה ישרואת( )Q x דרך   

a=4,b=9. 

)1מצא קטע שבו ישר האינטרפולציה  .ה )Q x  מסעיף ד מקרב טוב,

)1של סעיף ד מאשר ישר טיילור fיותר את  )S x  סביבa=4  וטוב

)1יותר מאשר ישר טיילור )T x  סביבa=9. 

 

 .נקודות( 24) לישיתשאלה ש



 

 

 

של הפונקציה  2-ו ,5חסום על ידי קבועים את הנגזרות מסדר  .א

( ) xf x e , נקודות( 0)  . [1,4]בקטע 

בלבד את השגיאה   nחסום, על ידי חסם שהוא פונקציה של  .ב

שבחשוב  
4

1

xe dx , על ידי שיטת סכומי רימן עםn קטעים שוים 

 נקודות( 0) ונקודת בינים בשמאל.

בלבד את השגיאה   nחסום, על ידי חסם שהוא פונקציה של  .ג

שבחשוב  
4

1

xe dx  על ידי שיטת הטרפז עם,n .0) קטעים שוים 

 נקודות(

שהחל ממנו החסם שבסעיף ג יהיה פחות מאלפית כפול  Mמצא  .ד

 נקודות( 0)  החסם שבסעיף ב.

 
של הפונקציה  0-, ו3חסום על ידי קבועים את הנגזרות מסדר  .ה

( ) xf x e , (ותנקוד 2). [1,4]בקטע 

בלבד את השגיאה   nחסום, על ידי חסם שהוא פונקציה של  .ו

שבחשוב  
4

1

xe dx , 2על ידי שיטת סימפסון עםn .קטעים שוים  (

 נקודה אחת(

יהיה פחות מאלפית כפול  ושהחל ממנו החסם שבסעיף  Mמצא  .ז

 ) נקודה אחת( החסם שבסעיף ג.

 

 

 נקודות( 24שאלה רביעית ) 

3העבר את המשואה   .א 2( ) 2 2 0f x x x x       לצורת נקודת השבת

 . לצד שני והוצאת שורש שלישי 3xעל ידי העברת



 

 

שמצאת בסעיף הקודם, מצא איזו נקודת שבת דוחה  gעבור  .ב

והאם יש נקודה שאי אפשר להחליט לגביה אם  איזו מושכת

 ., ומצא את הנקודה המושכת ביותרדוחה או מושכת אהי

3העבר את המשואה   .ג 2( ) 2 2 0f x x x x       לצורת נקודת השבת

 . לצד שני והוצאת שורש רבועי 22xעל ידי העברת

שמצאת בסעיף הקודם, מצא איזו נקודת שבת דוחה  gעבור  .ד

והאם יש נקודה שאי אפשר להחליט לגביה אם  איזו מושכת

 ., ומצא את הנקודה המושכת ביותרדוחה או מושכת אהי

3מצא עבור המשואה   .ה 2( ) 2 1 0f x x x x      קטע בו מתקיים

 המשפט עבור התכנסות שיטת ניוטון רפסון.

 4.45באותו קטע חשב שורש של הפולינום ברמת דיוק של  .ו

 

 נקודות( 54חמישית )שאלה 

 

 הוכח את המשפט:
 

חיוביות   ''f',fוכי  f(a)<0<f(b), כי [a,b]בעלת נגזרת שניה רציפה בקטע  fנניח כי 
 . אז.[a,b]בקטע 

 .cש פתרון יחיד בקטע שיסומן י f(x)=0א. למשואה 
 .c.  אז הסדרה הזו מתכנסת ל xn+1= xn-f(xn)/f'(xn)ונגדיר  x0=bב. נגדיר 
supג. נסמן  ''( ), inf '( )

a x ba x b

M f x m f x
  

   אז לכלn   מתקיים
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n n

n
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 נקודות( 54) שאלה שישית

 

 
, x=aיש פתרון  f(x)=0למשואה כך ש aונקודה ממשית   fמצא פונקציה 

בשיטת ניוטון רפסון, מקבלים כי ישנם  f(x)=0שפותרים את הבעיה וכ
אותם קטעים, אז אחד מנבחר ב x0, כך שאם זרים בזוגותאינסוף קטעים 

0  מתקיים  1| | | |x a x a   
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 דף נוסחאות עבור המבחן בנומרית:
 

 נוסחאות סכומים: 
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 נוסחת פולינום טיילור:
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 נוסחת שארית לגרנז עבור פולינום טיילור:
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 נוסחת ישר האינטרפולציה:
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 מטריצת ון דר מונדה
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 שיטת לגרנז למציאת פולינום האינטרפולציה
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 הנוסחה שעליה מסתמכת שיטת נוויל
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 נוסחת שארית לגרנז לפולינום האינטרפולציה:
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 נוסחת סכום רימן:
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 :I  ,xi-xi-1=h=(b-a)/nנוסחת סכום רימן למקרה שלכל 
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 נוסחת השגיאה של סכום רימן בעל קטעים שוים, ונקודת בינים בשמאל
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 נוסחת סכום הטרפז עבור קטעים שוים
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 נוסחת השגיאה בשיטת הטרפז:
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 זוגי(: n=2mקטעים שוים  ) nשיטת סימפסון עם 
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 שגיאה בשיטת סימפסון:
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54

180
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 שיטת החציה:

 
.a0,b0 נקודות שנקבעו בנחוש, כך ש- f(a0)f(b0)<0 בהנתן  .an,bn  נקודות עם

 4-.  אם בטוי זה שוה ל f(cn), ונביט על  cn=(an+bn)/2אותן הנחות, נגדיר 
.  הדבר נקבע [cn,bn]=[an+1,bn+1], או,  [an,cn]=[an+1,bn+1]סימנו, ואם לא אז 

 . f(an+1)f(bn+1)<0 -כך ש 
 

 )המשיק(:-שיטת ניוטון רפסון
.x0  .אז  נקודה שנקבעה בנחושxn+1=g(xn) כאשר ,g(x)=x-f(x)/f'(x) 

 
 שיטת המיתר:



 

 

.x0,x1  נקודות שנקבעו בנחוש, אז 
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 (xn→lמהירות ההתכנסות של שיטת נקודות שבת  )ההתכנסות רק אם 
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 נוסחת הערכת השגיאה במשפט נקודות השבת:

  |En|≤M
n
(b-a), M=supg'(x), a≤x≤b 

 
  p-עבור סדרה מסדר שני המתכנסת ל
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 עבור שיטת ניוטון רפסון
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 עבור שיטת ניוטון רפסון
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 .f',f''>0וגם   f(a)f(b)<0שבו  [a,b]בקטע  'M=supf'', m=inf fכאשר 

 

 

 

 תשובה ראשונה

א.

3

3
( )

3 5 2 1

1
( 1)

1 2 1

100 10000
( ) 576 100 , '( ) , ''( ) ,

2 576 100 4( 576 100 )

( 1)( 3)100 ( 1)( 3)( 5) (3 2 )100
'''( ) , , ( ) ,

2 ( 576 100 ) 2 ( 576 100 )

( 1)( 3) (1 2 )100
( )

2 ( 576 100 )

n
n

n n

n
n

n n

f x x f x f x
x x

n
f x f x

x x

n
f x

x






 


   

 

     
 

 

  




 

 ולכן:

( 1) 1 1 1

1 2 1

1

2 1

1 1

2 1

( ) ( 1)( 3) (3 2 )(1 2 )100
( ) ,

( 1)! 2 ( 576 100 ) ( 1)!

1 3 2 1 1 (100 )
| ( ) | ,
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 ב. 

 מספיק עבור השגיאה.  n=3כלומר 
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100 10000
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3 8 3 13 5

100 2500 625 ( 1)( 3)100 25
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48 24 2 3 2 (24) 2 3
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 ג. 
2 3 3 2 3 3

3 38 3 13 5 8 3 2 13 5 3

3 15 4 7 2 3

12 3 19 5 19 5 19 5

25 625 25 25 49 625(49) 25 (49)
( ) 24 , (0.49) 24

12 2 3 2 3 1200 2 3 100 2 3 (100)

49 2401 49 2 3 2 3 2401 49 5905
24 25 25

48 2 3 2 3 2 3 2 3

x x x
P x P


        

  
       

 

( ) 576 100 , (0.49) 576 49 625 25f x x f      

ד
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19 5 19 54 7 7 7

7 19 5 4 12 5 4

12 5
7
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(0.49) (0.49) 25 (25 )
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100 24 2 3 100 2 32 ( 576 100 ) 2 ( 576 100 )

1 5905 128 1181
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 תשובה שניה
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הערכים קטנים כדרוש, כלומר צריך פולינום  n=99וברור שעבור 

 .a0=27,a100=54נקודות,   100אינטרפולציה ע"ס

 .ד
1 1

1

1 4 4 9 9
( ) , '( ) , 2 , 3 ,

4 4 6 62

( 4)(3 2) 4 6
( ) 2 2

9 4 5 5

x x x x
f x x f x S T

x
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Q x

   
       

   
    



 

לינום קעורה, הרי שישרי טיילור הם מעל הגרף, ופו fכיון ש .ה

 האינטרפולציה מתחתיו, ולכן:
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[0 81 808 1936] [0 121 1818 6561].x x x x



      

 

 

, ושרשי המשואה 484/81וגם  0שרשי המשואה הראשונה הם 

.  לכן הקטע הרצוי הוא 729/121וגם  9הם  השניה

[484/81,729/121]≈[5.975,6.024] 
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 . [1,4],בקטע ולכן 
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0תשובה 

 

 

א,ב.
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 .לא ברור 5מושכת ומינוס  2דוחה, 5לכן 

 

ג,ד.
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 מושכת עוד יותר חזק. 5מושכת ו  2  לא ברור,  1-לכן 
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 מצאנו את הקטע, כעת נחשב את השגיאה:

 



 

 

2 2

1 1 1

2

1 1

14
| | ( ) ( ) 0.01

2 6

6 3
( ) 0.00428 | | 0.0654....

1400 700

n n n n n

n n n n

M
x L x x x x

m

x x x x

  

 

      

     
וכעת  

 הסדרהאת נחשב 

3 2 3 2
3 2

02 2

1 2

3 2

3

2 1, 2 2 1
( ) 2 1, , 3,

' 3 4 1 3 4 1

54 18 1 35 2 15.625 2 6.25 1 17.75 71
(3) 2.5, (2.5) 2.290,

27 12 1 14 3 6.25 4 2.5 1 7.75 31

2(71/31) 2(71/31) 1
(71/31)

3(

f x x x x x
f x x x x g x x x

f x x x x

x g x g

x g

    
          

   

     
       

     

 
 

3 2 3

2 2 2 3

3 2

2 (71) 62 (71) (31)

71/31) 4(71/31) 1 93 (71) 284 (31) (31)

715822 312542 29791 373489
2.24860

468813 272924 29791 166098

| | 0.052 0.0654x x

   
 

     

 
 

 

  

 

 6תשובה 

1נביט בפונקציה 
( ) sin( )f x x

x
 זו פונקציה זוגיות ולכן כל עובדה  .

ים אי   x.  לכן מעתה נביט על x<0, נכונה גם לx>0שאפשר לומר על 

0אז לפונקציה יש אינסוף שרשים.  נבדוק מתי שליליים.    10 x x   .

אז מתקיים  
0

0
1 0

0

0 0

1
sin( )

1
cos( )

1
sin( )

x
x

x x

x

x x

 



0ולכן אי השויון    10 x x  

שקול ל  
0

0

0

0 0

1
sin( )

0
1

cos( )
1

sin( )

x
x

x

x x





ולכן ל  

0 0
0 0

0 0 0 0 0 0

1 1
cos( ) cos( )

1 1 1 1
[sin( ) 0 sin( )] [ sin( ) 0 sin( ) ]

x x
x x

x x x x x x
        ולכן

0ל  0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
[ sin( ) cos( ) 0 sin( )] [ sin( ) 0 sin( ) cos( )]x x x x

x x x x x x
        



 

 

0  ל כלומר 0

0 0 0 0

1 1 1 1
[0 sin( ) cos( )] [cos( ) sin( ) 0]x x

x x x x
      ולכן  

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
[0 tan( ) ] [0 tan( ) ] [0 tan( ) ]

x x x x x x
          נסמן 

0

1
u

x
 

0 ולכן tan( )u u   0.  נביט באי השויון הקודם עבור<u הוא  .

שלילית,    tanמתקיים עבור אינסוף קטעים ולבטח מתקיים כאשר 

1ולכן נקבל שהוא מתקיים לפחות עבור 
[( ) , ]

2
u k k    שאזtan  

שלילית.   לכן עבור 
0

2 2
[ , ]
2 (2 1)

x
k k 




מתקיים אי השויון  

0 10 x x   לכן עבור הפתרון  .a=0  של המשואה, יש אינסוף קטעים

יותר רחוק  x1נבחר בהם,  x0הולכים ומתקרבים לפתרון, כך שאם 

 מהפתרון.

 


